Une proposition du corrigée du concours X- ENS — (PSI) 2016
Par Mohammed Icheha

Préliminaire

1)a) Notons % = X1 xp) ty =(y; yn); S=diag(es;....; €,); R =diag(e'y; ....; €)
Ona: (xly) — (SxIRy) = XiLi xiy; — Xit1 &' xiyi = Xima (1 — &&) xy;
Orvie{l;..;n},1>¢gg, x; >0 ety; >0,donc (1 — gg) X;y; = 0 etalors (Sx|Ry) < (x|y) et
(Sx|Ry) = xly) & 2?:1(1 —&¢g) Xy =0 & Vie {1,§ won}; (1= 51,51) Xiy; =0

o Vie{l;..;n};gg =1 [Vie{l;..;n};(gg=¢=10oug =g =—-1)] S=R.

b) Supposons qu’il existe x; y € R" ; strictement positifs et deux matrices diagonales de signes

t
S; R € M, (R) tels que Ox = Sx et Oy = Ry; alors (Sx|Ry) = (0x|0y) = tx 00y = txy = (xly).
Ainsid’aprésa) S =R, doul'unicitéde S.

Remarque : si T est une matrice orthogonale de M, (R) etx;y € R" ;ona:
tt t
(Tx|Ty) = x TTy = xy = (x|]y) , en particulier;; ||Tx|| = ||x||

c) Ona|[Sx+ Ryl|* = [ISx[|* + [[Ryll* + 2(Sx|Ry) = |Ix||* + llyll* + 2(Sx|Ry) ; (R et S sont
orthogonales). Ainsi : ||Sx + Ry||? — [Ix + y||? = 2((Sx|Ry) — (x]y))

On en déduit, en tenant compte de 1)a) que [|Sx + Ry|| < ||x + y|| et que cette inégalité est
une égalité si et seulement si (Sx|Ry) = (x|y)) si et seulementsi S =R.

2) =) supposons qu’il existe une matrice diagonale de signes S € M, (R) tels que Ox = Sx . En
t
posant x = (x; X,) et S=diag(gq;....; €,) alors, poure € {—1;1};0na:
t

I, +e0)x=x+e0x=x+eSx= (1 +e€&)Xqeeeu..... (1 +eg)xy)-
Orpourtout i € {1;...;n}, 1 +¢eg =0 et x; > 0 ainsi, (I, +£0)x > 0.
(I, +0)x=>0

&) supposons que {(In —0)x >0 (%)

t Xi+y;i =0
Notons x = (xy x,) et (Ox) =(y;  yn).Daprés(*);Vi€{1;..;n}: { N4
Xi—yi 20
doncVi € {1;...;n}: (x; + y)(%X; — y;) = 0 ouencore : x? —y? > 0. D’autre part :
LG —yD) = Zihix — 2y = I = [lox|)? = 0; Ainsi

(O orthogonale )
N (x2 —y?) = 0. Comme les termes de cette somme sont positifs ; alors ;

Vi€ {l;..;n}, x> —y?> =0 donc Vi€ {1;..;n};3g € {-1;1} : y; = &X; ; Ainsi, Ox =

t t
(V1 oeeee ome Vo) = (E1X1 covere ne €nXp) = Sx avec S = diag(eq; .....; €,) qui est une matrice
diagonale de signes.

Parie- A

3) Si 7+ € Vect(T) ;ona (1) >0etO (1) = (_11) =S (1) avec S = diag(1; —1)

Siv, € Vect(?) ;ona (1) >0et O (1) = (_11) = S(}) avecS = diag(—1;1)

Si;)Jr ¢ Vect(_i); T) Notons 7+ = (E) .



Ona a#0etb# 0etdonc |a]| >0 et |b| > 0.

. A |a|> a (Ial) (|a|> (Ial)
Si a et b sont de méme signe ; on a ( € Vect donc O = =S avec S=1
& Ib| (b) Ibl) = \Ib] Ib| 2

. . . —(|b . (a .
Si a et b sont de signes contraires ; alors le vecteur v <||a||> est orthogonal a v ;. (b) , (car si

€, = signe(a); ona (7+|7) = alb| + bla| = g,|a||b] — g,|b]la]| = 0) etonaalors : O (:::) =
—Ibl) (Ibl)
=S avecS = —1I,.
<—Ial |al 2
4) En faisant une figure ; on voit que:

Si0 €]0;m[;ona :g—% E]O;g[, alors le vecteur x_ =

cos(g—g+6) —sin(g) —cos(g—g)
Ox_ = e = 6 = e = Sx_ou S =diag(—1;1).
sin(5—5+6) cos(a) sin(;—;)
o . cos(—=)
Si0 €] —mO0[;ona: —3 E]O;E [, alors le vecteur x, = est strictement positif et on a
sin(—E)
8 (]
cos(—5+ 0) cos(—E)
Ox, = o = o | =Sx4 ou S =diag(1;-1).
sin(—5+ 0) —sin(—z—)
si6=m;0na 0=—l; (;)>0et 0 (7)=("1)=5(}) avec s = -1
’ 271 1 -1 1 2
Parie- B

5) La matrice M est antisymétrique a coefficients réels donc d’apres le théoreéme de Tucker, li existe

t
un vecteur positif u de R3" et donc trois vecteurs positifs x; z;; z, de R” tels que u = t(x z; zy) ;
Mu = 0 et u+ Mu > 0.En effectuant les calculs par blocs et en traduisant ces deux inégalités, on
trouve les relations demandées.

6) m siv € R", notons par (v); les composantes de v dans la base canonique .

t t
D’apreés la question précédente ; ona: — (In + 0 )21 - (In -0 )ZZ = 0, donc pour touti €

t t
{1;...;n}, (=0 (21 —22)); = (21 +2,); = 0; alors ||— 0(z, — ZZ)” > ||z1 + z,|| ou encore,

puisque O est orthogonale, ||z — z;|| = ||z; + z3|| . D’autre part;||z; + z; |12 — |2y — z3||> =
4(z1|z,) qui est positif car z; et z, sont positifs ; alors ||z; + z3|| = ||z — z;]| . Ona donc
lz1 + 22|l = llzg — 22|l -
t t
m Posons t=—<In+ O)zl—(ln— O)ZZ;ona:
2

t
= llza + 2112 + || © (21 = 7)

2
+2<Z1+ZZ

I = [~ +22) = 0 @1 = 2) 00 - z2>)

t
Or|[ O (zy — zy)

= |lzy — 23| = ||z; + z,|| ; on a donc:

t
It]|? = =2 <21 +2y(—(z1 +23) — 0 (21 — zz)> <0.Alors |[t]?<0;dout=0.

>0



(I,+0)x=0
(I,—0)x=>0
t t
X—<1n+ O>21—<In— O>22>0 (*)
t t
etonvientdevoirque—(ln+ O)Zl—(ln— O>ZZ=0,donc (*) = x> 0alors3Ix € R"

(I, + 0)x =0
(I, —0)x >0

7) D’apres 5) ; il existe x; y; z € R", positifs tels que :

strictement positif tel que { ce qui démontre, d’apres 2) ; le théoreme de Broyden.

t t
8) Soitx € R" tel que (I, + M)x = 0 alors Mx = —x; ainsi —xx = (Mx)x = X Mx = x (—M)x

t t t t
=—x (Mx) = — x (—x) = xx,donc 2xx = 0 etalorsx = 0 et donc I, + M est donc inversible.

t t t
9)Ona 0= (I, + M)~1(I, —M)donc O = (I, = M) (I, + M)~ = (I, + M)(I, — M)~!
t
(car M = —M). Alors :

t
00 = (In + M)_I(In - M)(In + M)(In - M)_l = (In + M)_l(ln + M)(In - M)(In - M)_l = In ;
(Car I, et M commutent). Ainsi O est une matrice orthogonale.

10) On a O est orthogonale donc, d’aprés le théoréme de Broyden ; il existe x € R" ; strictement

positif et une matrice diagonale de signes S € M, (R) tels que Ox = Sx; donc tels que

(I, + M)~1(I,, — M)x = Sx et on a alors (I, — M)x = (I, + M)Sx et donc M(x + Sx) = x — Sx (*).
. [,+0)x>0 x+Sx>0 (1

Or d’apreés 2), {EIE _ ng >0 K —Sx>0 ((2))

(*) = x4+ Sx + M(x + Sx) = 2x qui montre que X + Sx + M(x + Sx) > 0, puisque x > 0.0n

conclut que le vecteur u = x + Sx répond au théoréme de Tucker.

on a donc { ; (*) et (2) = M(x + Sx) = 0; de plus

Parie- C

11) O étant une matrice orthogonale ; donc ses vecteurs colonnes et vecteurs lignes forment des
familles ortho normales pour le produit scalaire canonique ; en particulier ; on a:

o+ |Ir)I2 =1 =a? +|ql|?, ainsi|al < 1.
lal=1< [r|*=0=lqlI*> & r=0=q

1(; 2) et alors P est une matrice orthogonale de

M, _1(R) .D’aprés I’hypothése de récurrence ; il existe x > 0 de R"~! et une matrice diagonale de
. _ X X\ _ P 0\ rx _ Px _
signes S de M,_; (R) tels que Px = Sx. On a alors (1) >0et O (1) = (O a) (1) = ( a) =

(S(i() = ((S) 2) ()1() =S ()1() ou S’ = ((S) 2) qui est une matrice diagonale de signes; ainsi le

théoréme de Broyden est vérifié dans ce cas.

12) On suppose que |a| = 1; donc O = (

13) On suppose |a| < 1.

t
t P r
0 étant une matrice orthogonale donc 0 O = (tp q) (tq oc) = I,,. En effectuant le produit par
r

blocs ; I'égalité des matrices donne :

t t
PP+qq =I,; (1); Pr+ag=0 (2) ; rr+e®=1 (3)



t
t rtq rtq t qtr rtq t tPrtq q;P qtr rtq
14)0naQ+Q+:< _m><P_m>:<P_a+1)( _m):pp_ a+l _a+1+(a+1)2

t t t 24 t
_ _(ca@)q g(-aq)  g(l-a‘)qg _ t _
- PP a+1 a+1 (a+1)2 = PP+ 949 — In—l

1 - ’ hand
(d apres (2)et(3)) (d apres (1))
Ainsi Q . est une matrice orthogonale. Un calcul similaire montre que Q_ est aussi une matrice
orthogonale.

t t t t t tP t tp t t
15)ona: Q+Q_=<P—&><p_i>= pp_Ffra_arP arraq

a—1 a+1 aZz-1

t t t
t (—aq)q  q(—aq) , g(1-a®)q
= l,L.1i—qq — o E—— + PrETEE I — 1244

@ apres (D;(2)et(3)
En multipliant a gauche cette relation par la matrice orthogonale Q. ; on trouve que

2 t
Q—=Q+_mQ+qCI-

2 t
(-1 —7=54949 )X—)

16) Ona: (S;x4|S_x_) = (Q+X+|Q_X_) = (X+|b+Q_X_) = (X+

(d"aprés 15)
2 t 2t
= (xolx0) — = (xefaax) = Gelxo) - = ax_(x41q)
= (x41%2) = =5 (x_la) (x41q)

17) 'hypothése S, # S_équivaut d’aprés 1)a), a: (S,x,|S_x_) — (x4 |x_) < 0; qui équivaut,
d’aprés 16)a: — 1_2a2 (x_|q)(x4£lq) <0 ouencorea:2nun_<0 (¥).

mSin,>0;ona Z+=(T1 )>O et:
+

P r\ X4 Px, +1m, Px, +r(- _(X+|q) Px, + r(— qX+
Oz, = (tq )(T]+) B th+ + an, Bl qx+ 4 a(— =2 (X+|q) e + a(—&
o+l axy a+1)
_ ﬂ
(Pt

(7 %),z (=6 6

(d’ aprés déf de Q.etn,) (d’ apres 15)

Ll

a+1
Le calcul de Oz, fait apparaitre la matrice (SJ _01) et non pas (SO+ (1)) comme c’est dit

dans I'’énoncé, ce qui laisse penser qu’il y a peut étre une erreur dans I'énoncé si on admet
S, 0

0 _1) ;ona 0z, = S*z, .Ainsile couple

que I'expression de z, est correcte. Avec St = (
(z4;S™) convient.

X_
m Sin, <0;puisque d'apres (*), 2n,n_ <0, alors n_ > 0. En considérant z_ = (T] ) >0
S_

0 4?1) (etnonpasS™ = (SO_ _01) comme le dit [énoncé). On vérifie comme ci-dessus

que Oz_ = S7z_; ainsi le couple (z_;S™) convient.

et S_=(

18) Traitons maintenant le cas ou S; = S_. On remarque que cette hypothése est équivalente a :
(x_]q)(x4]q) = 0 ou encore a nyn_ = 0.



t
oCasou (x4]q) =0 = gx,.
N———

N+
a)Ona:0z = (tz ;) (X0+) = (3;2;) - <(Q+(;%)X+) = (Q+X+ -l(-)%> _ (QBX+) -
(S+(;(+) = (SJ 2) (XJ),aveca= —loue=1.

Ainsi: 0z =Rtz =Rz
t
oNB : On a un résultat analogue si on suppose que (x_|q) =0 = gx_
n-

t
t (X, r ! I
b) O étant une matrice orthogonale donc 0 O = < t > (O‘
ql PI r

w0 .a”

,> = I,,. En effectuant le produit

par blocs ; cette égalité se traduit par :

r t I ! t r t ! r r t r r I t I t r
a’+rr=1; dq+rP=0; odqd+Pr=0 ; qq+PP=1I_,
. P’ r
Ces relations permettent de dire que 0 = <t , ,) est une matrice orthogonale et les résultats
q o

des questions 12); 17) et 18) a) démontrés pour une matrice orthogonale permettent d’affirmer

gu’il existe un vecteur x > 0de R" et un réel 1n'=0 et une matrice diagonale de signes T de
!

’ ’ p’ r ’ T !
M, (R) tels que O’ (X,> =T (X,) ouencoretelsque (t, (X,) = ( 1 0 ) (X,) ou
n n q ao)/\n 0 &/\n

t ’ 0 ’

T; = diag(eq;..; €,—1) . Cette relation est équivalente a o« q (n,) = <Sn )(n,)- Ainsi, en
1AI PI X 0 T1 X

0

r ! ’ S 0 r
posant z = (n,) etR = (61 T ); ona 0Oz = Rz’ et R'est une matrice diagonale de signes.
X 1

c) m Sin'>0; alors le couple (z’; R') convient
mSin'=0;0na z = ()?,
définie a la question 18)a) ;ona: ||[Rz+ R'Z'|| = |0z + 0Z'|| = |0z + z)|| = llz+ Z'I|  (*).

) et 0z = Rz’ . En notant R I'une quelconque des matrices R*ou R~

X1 (’)
. : ' X . .
Sinz3;Notons:z=|y ' |;z = 52 ; R =diag(gq;....;€,) et R =diag(e'y;....;€'y)
0 X',
X1 €1X1
X + X’2 €7X>o + 8’2X’2
Ona:z+z = : >0 et Rz+Rz= :
! ! !
Xn-1 + X n—1 €n—1Xn—1 te n—-1Xn-1
X,n E,nX,n
L’égalité (*) ||Rz + R'Z'|| = ||z + Z'|| , obtenue ci-dessus est équivalente a :
(e1%1 )% + TPM(Ex + €% D)% + (€ 1% 1)? = (%)% + 2PSM(x; + %)% + (X 4)? ou encore a:
e + €% = ¥R +X)% (**); (Les sommes mises en jeu ont un sens car n > 3).

X2 x5

Notonsz; =| ;2 = : ; Ry = diag(ey; ....; €,-1) et R'y = diag(e'y; ....; €' h-1)-
Xn—1

La relation (**) s’écrit : ||[Ryz; + R'1Z'1|| = ||z + Z'1]| et comme z; > 0 ; z'; > 0; alors d’apreés

1)a), R; =Ry et doncpourtout i € {2;..;n—1}; g =¢;.

!
X'n-1



Posons S = diag <€1; €2 s v e e € ;s’n> , (le dernier élément €', étant le dernier élément

termes communs a RetR’

€1Xq €1Xq 0
X9 + X 2 €2Xo + £2X 2 €2X2 €2X,2

S(z+z) =S| + |

A
Xn-1 + X' n—1 Sn 1Xn—-1 + €n— 1X n—1 Sn 1Xn 1 €n—1X'n-1
e X'y e X',

de R")).onaalors:

51 X1
€ X gy x'
2- 2 2- 2 o ’ ’
= : + : =Rz+Rz =0z2+0z =0(z+1z)
! !
€n—1 Xn-1 €n-1Xn-
0 £,I‘l X’I‘l

! X !
Sin=2,onaz+z = (Xrl) et S = diag(eq; € ;) conviennent.
2

On conclut que le résultat est vraie pour n 4+ 1 ; ce qui achéve la démonstration du théoreme de
Broyden.

Parie- D

19) En effectuant un calcul par bloc ; les relations By = 0 et y + By > 0 se traduisent par :

( Ax—bt=0 (1) (2, +Ax—bt>0 (1)
| —Ax+bt>0 (2) lz, —Ax+bt>0 (2)
t t t t
—Az+Az,20 3) 0 Vx—Az+Az>0 @)
t t t t
\bzy—bz=0 @& t+bz—bzy>0 (4
t t

Sit=0;Daprés (3);ona:—Az=>0 (ouz =1z —z,)etdaprés (4) ;ona:bz> 0.Dans ce cas,
on a la propriété (II) du lemme de Farkas .

20) De (1) et (2) ; on déduit que Ax — bt = 0 (car les composantes du vecteur Ax — bt sont a la fois
positifs et négatifs) donc Ax = btetsit > 0; on aura A(%) = b. Posons x = %; onax >0 et
Ax’ = b. Dans ce cas, on a la propriété (I) du lemme de Farkas .

Supposons maintenant que (I) et (II) sont S|multanement vérifiées ; alors, il existe x p051t1f de R™
etzde ]R“ teIs que (Ax = b) et (— A zZ > 0 et b z>0);la dernlere inégalité s ecrlt (AX)Z > 0 ou
encore x Az> 0 (%). Or(XZ Oet— AZZ 0)donc X (—AZ) > 0 et alors, x AZSO,cequi

est contradictoire avec (*).
Les résultats des questions 19) et 20) montrent qu’exactement une des propriétés du lemme de
Farkas est vérifiée.






