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Titre : Inégalités de Clarkson et convergence forte.

A- Oscillations et concentrations.

On note E = C([0, 1], R). Une suite (u,), d’éléments de E converge faiblement vers 0 dans L?

si et seulement si , pour toute fonction ¢ de classe C*° de [0, 1] dans R nulle sur un voisinage de

1
0 et de 1 (c’est-a-dire qu’il existe § tel que ¢ soit nulle sur [0,6] et [1 —§,1]) lim Unpp = 0.
0

n—-4oo

Elle converge fortement vers 0 dans L? si et seulement si liIJIrl |ltn|l2 = 0.
n—-+od

QA.1 Soit (uy), une suite de E qui converge fortement vers 0 dans L.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz

1
[ ] < el

entraine la convergence faible de (uy,), vers 0 dans L.
QA.2 Soit la suite (uy,), dans E définie par u,(x) = sin(nz).
L’intégration par parties

1

[ ooty de = [ )] 4 [FOD ) g

1 M 1
donne / un(z)p(z) dz| < - avec M = |p(0)] + |¢(1)] +/ |/ (z)] de.
0 0

Ainsi la suite (uy,), converge faiblement vers 0 dans L?.

1 — cos(2nz 1 1 sin(2n
La relation sin?(nz) = 1= cos(2na) donne ||u,|j3 = / sin?(nz)dz = = — (2n)
) 2 0 2 4n
tend vers 5 lorsque n — +oo.
La suite (uy,), ne converge donc pas fortement dans L? vers 0.
QA.3 La fonctions u, suivante
vn
0 1 1 1
2n n
vn si 0<z< %,
définie par u,(x) =< 0 si % <x <1, estclairement dans E.

2v/n(l —nz) si 5 <z<i
Soit ¢ de classe C sur [0, 1] et nulle sur un voisinage de 0 et de 1, donc nulle sur [0, J] et

[1 —6,1]. 11 existe ng tel que — < 4. Ainsi pour tout n > ng, on obtient
no

1 1-6 1
/ up(z)p(z) de = / up(z)p(x)de =0 car u, s’annule sur [E’ 1] .
0 6

La suite converge donc faiblement vers 0 dans L2.
1

. . 2n 1
La minoration |u,||3 > / ul(z) der = 3 atteste la non convergence forte dans L? vers 0.
0



B- Inégalités de Holder et interpolation.

QB.1 Soient z1, T2 € RT et 1 < p < +oo. On suppose que 1 > 0 et 29 > 0 et on pose
y1 =12} et yo = 332 La concavité de la fonction logarithme donne

ln(& + %) S ln(yl) ln(yQ)

» t )T, v In(x1) + In(x2) = In(z22).

Comme la fonction logarithme est croissante, on en déduit que

P p’
x x
T1T2 < = —2,
p
Le relation est trivialement vérifiée dés que 1 =0 ou 29 =0
QB.2 En appliquant 'inégalité précédente a x1 = A|f(x)| et o = |g(x)| avec A > 0, on
obtient

A rglde < X051+
sl e < 512 + =l

On cherche A de la forme A = Hf”g‘Hng?, avec o > 0 et > 0. En reportant, on obtient

1 [t A 1 [ 1
/ |fgldx < P + L ; P
0 P P

Aveca=—let f=p' —1,onobtient p+ (p—1)a=—-a=1let (p—1)=p —p=1.

Il en résulte que :
/1| | < || || || H <‘1 _1>
fglde <||f / +
0 g pll9llp D p,

d’ou l'inégalité de Holder puisque % + 1% =1.
QB.3 Soient f1,..., f, néléments de E, p1,...,p, n réels strictement positifs et r € [1, +00[
1

liés par la relation — = — 4+ ... + —.

r P Pn
Danscasn=2,onal = %—i—l% avec p = PL o p = b2 L’inégalité de Holder avec f = f]
r r

et g = f5 donne

[ine@nera < ([ 1nera)” ([ nr )

1
Une puissance — donne || f1 fa||r < || f1llp, [ f2]lps, ainsi la propriété est vraie a 'ordre 2.
r

Supposons la propriété vraie pour n > 2.
Soient n+ 1 réels p; > 0 et r liés par la relation ci-dessus et n+ 1 éléments f; de E. Posons

1 1 1
0= fafars et g tel que — = — + ——
. ) 9 Pn  Pntl
L’hypothese de récurrence a l'ordre n donne || fi,..., fa—19llr < fillps --- 1 fa=1llpn_1ll9]lq-
La relation a I'ordre 2 donne ||g{|q < || fnllp, || fns1llp,s, ainsila propriété est vraie a I'ordre

n + 1.
Par récurrence, on a établi que

V22 i falle < Wfillpy - fallpn

pour toute famille f1,..., f, d’éléments de F, pi,...,p, n réels strictement positifs et
1

r € [1,4+o00] liés par la relation — = — + ... + —.
T oD Pn
Notons que la propriété est trivialement vérifiée pour n = 1.



QB.4 Considérons u appartenant a E. Soient p, ¢, 7 et € avec 1 <p, ¢ < +00, 0 <0 <1 et

1 6 1-46
rop q
1 1 1
Onsuppose0<9<1alors—:——l——avecplzz—getpg:l;qe.

LA S 6
En notant f; = |u|? et fo = |u|'™? la propriété établie en QB.3, pour n = 2, donne
| fifallr < | fillpi I f2llp, qui est la relation désirée

0 1-6
Jullr < flullpllullg™-
Pour # = 0 ou # = 1, la relation est trivialement vérifiée.
QB.5 Soient p1,p2 € [1,+00[ avec p1 < py et (uy ), une suite de fonctions de F, bornée pour

la norme ||.||,, et convergeant fortement vers u € E pour la norme |||, .

11, . 10 1-90

Pour p €]p1,p2f, on a — €]—, —[, d’ont une relation barycentrique — = — + avec

0<0<1 p P2 p1 p P2 p1
<0<l

D’apres QB.4, on obtient [|u, — ull, < ||lun — u\|g2\|un - u||11,1_9.

La convergence forte vers u € E pour la norme ||.|[,, implique que lim |lu, — uHél_G =0.
n—+0o00
Par ailleurs, |jul|,, existe (car u € E) et par inégalité triangulaire, on obtient
lun = ullp, < llunllp, + llullp, < llullp, +sup junlp, pour tout n. La suite [|ux — ully, est
ne

donc bornée.
I1 en résulte que la suite (uy,), converge fortement vers u pour la norme ||.||,.

C- Les inégalités de Clarkson.

QC.1 Soit p > 2.
QC.1.1 Etablissons, pour tout ¢t > 0 et ¢ > 1, 'inégalité 14 t7 < (1 + ¢)%.

La fonction différence d : t +— (1 + )9 — (1 4 t9) est de classe C' sur RT avec d'(t) =
g((1+ )71 =971, On a d'(t) > 0 et d(0) = 0, ainsi d(t) > 0 pour tout ¢ > 0, d’ou
I'inégalité demandée.

En posant p = 2q et t = 22, on en déduit, pour p > 2 et tout x positif ou nul, la relation
(2)

14 a? < (1+2%)5.

u
QC.1.2 En posant z = — avec u > 0 et v > 0, la relation (2) donne uf +v? < (u® +0?)%.

Soient a, b réels quelconques. On suppose que a # —b.

On pose u = a_—b et v = ath . La relation précédente donne, sachant que u?+v? =
a—b\2 a+b 2_a2—|—b2
< 2 > +( 2 ) T2
D
a+blP a—bp<<a2—|-b2>2
2 2 | - 2 ‘

Si a = —b, cette relation est trivialement vérifiée.
QC.1.3 La convexité de la fonction A : u +— u? sur RT, donne

<@+w>%_h(ﬂ+w><m&> Wp?) _ap bl

2 2 5 Ty T3 T

Avec QC.1.2, il vient
Pla—1b

2

a+b
2

P lal? ol

) 2




Soient f et g deux éléments dans E. En posant a = f(z) et b = g(x), on obtient

’(f+g)(w) (f=9)@) " _ [f=)P n lg(@)[P
2 2 ) 2

p
|

L’intégration sur [0, 1] donne I'inégalité de Clarkson (1) :

:+"f;9

Hf+g
2

T e Dl
, S e T o9l

QC.2 Soient f,ge Fet1l<p<2.
QC.2.1 On note h(z) = & (1 +2)? + (1 — 2)?) — (1 + 27 )P~! pour z €]0,1].
QC.2.1.1 La fonction ¢t — (1 + ¢)* est développable en série entiere au voisinage de 0
avec
(a—n+1)t"
n! '

Wt e —1,1], (1+t)a:1+§004(a—1)...
n=1

On en déduit Pexpression suivante de h(z), en tenant compte de la parité de (1 +
)P + (1 —x)P,

o &plp-1).(p-2k+ 1) (p—1)(p—2)...(p— k)"
Vr €]0,1], h(z)= kzz:l o] - o .

En distinguant les termes pairs et impairs dans (1 + xp/)p_l, on obtient

oo 2k 20’k
—1)...(p—2k+1 —(p—2)...(p—2k)xP
W) = Zp(p ). (p=2k+ 1Dz  (p—1)(p—2)...(p = 2k)z
= (2k)! (2k)!
=-D-2)...(p—2k+ 1)zP (2k=1)
(2k — 1)!
_ i" (P—2)...(0—2k) o ( Pe—1)  p=1 o p—1 wp’(2k—1)—2k>
= (2 1) 2%(p—2k) 2k p— 2k '
1 — w(2k—1)p’—2k 1— x2kp’—2k
Notons Ay = — tout k > 1.
MR T ok — )y — 2k 2kp —2k DO
—1 -1 5 -1
En développant, on obtient Ay = Qng’ _;) + p2]<: 2P k=2k ii—pxp (2k—1)—2k
Ainsi
XN (p-2)...(p—2k)

33'2kAk

Va €]0,1], h(z) = Z

Z (2k — 1)

L’expression (p —2) ... (p — 2k) est composé d’un nombre impair de nombres négatifs
donc Ww% est strictement positif pour tout k£ > 1.

L’étude du signe des Ay permet donc d’étudier le signe de h(x).

, (1—=") :
QC.2.1.2 Soit G : u — —— avec z €]0, 1] fixé.
(1 —uln(z)) -1  N(x)
u? - D(x)’
La fonction N est de classe C!' sur RT avec N'(u) = —ulIn(z)%s% négatif. N est donc
décroissante sur Rt avec N(0) = 0. Ainsi N est négative sur RT.

Il en résulte que G est décroissante sur RY.

La fonction G est de classe C! sur RY avec G'(u) =



QC.2.1.3 p' est lassocié de p €]1,2[ donc p’ > 1. Pour tout k > 1, Ay peut donc s’écrire
sous la forme A = G((2k — 1)p’ — 2k) — G(2kp’ — 2k). La décroissante de G entraine
A > 0.

L’étude effectuée en QC.2.1.1 permet alors d’établir I'inégalité (4)

Vr €]0,1[, h(z) > 0.

QC.2.2 On exclut les cas © = v, u = 0 et v = 0 ou l'inégalité (5) est trivialement
v—u
vérifiée. On note x = P qui est un réel non nul et différent de +1.
v+ u
On suppose que z €]0, 1[. En remplagant dans h(z), on obtient

/ N\ p—1
v U V— U,y V— U utv |P u—v|P
3 (o + () > e tes (1 (! - (‘2\ alnnl )

u+v u+v v+u v+u |UT+v|p'

’ N\ p—1
Onap/(p—1) = p, ainsi, en multipliant par |“£2|”, il vient |u|P+3[v[P > (‘“Tw‘p + “—gvlp)
Une puissance p%l donne alors 'inégalité (5)

/ 1
p 1 1 (=)
< (gl -+ 51oP) 7

/
u—+vl|P

2

u—v
2

. < 1s v+u . . . .
Siz > 1, on considére 0 < —— < 1 et on obtient (5) car cette expression est invariante

par le changement u «— —u.

Si x < 0, on échange u et v pour se ramener au cas positif et on obtient (5) car cette
expression est invariante par le changement u «— v.

Finalement, I'inégalité (5) est vérifiée pour tout u,v € R.

” o . LI f 4 gP'(0=1) p=1
QC.2.3 Onnotea = ‘%‘ eth= ‘%‘ . On obtient ||al[,—1 = </0 % dx
1 P z
Comme p'(p — 1) = p, il vient ||al|,—1 = (/ ‘f—;g d:n) "= H%Hp '
0 P

De méme ||b|,—1 = H%Hzl.

On a0 <p—1<1, ainsi 'inégalité de Minkowski s’applique et donne
1

SCEEIAC

’ 1
+|552" < (41517 + 31gl?) 7, on obtient

Pof-g
+H >

3

Pof-g
2 +’ 2

p

Avec I'inégalité (5) | 152["

(£ (3

1 _1_
"\ d T /1 <1|f|p+ | |p>’+1 " d B
x ; 5 519 x
1
1 1 T
_ SR 4 ZlalP d
([ 5P+ 3l o)
1
1 1 p—1
= (i +5hal) ™
En regroupant, on obtient 'inégalité de Clarkson (3)

P’ _
+Hf g
» 2

/

Pof-g
+\ .

Hf+g 4
2 p

1
1 1 (r—1)
< (7t + ghal) ™.




QC.3 Soient (uy), une suite de E et v € E vérifiant

Uy + U

| ) o |
il = [l et ull, < lim inf )

e Dans le cas p > 2, on dispose de l'inégalité de Clarkson (1)

Uy + u|P un—ul”<1H Hp+1H i
< 5 llunlly + S llulfb.
2 ||, 2 |, 2 2
Notons L = lim inf H“’EﬁH . La définition de lim inf donne
n——+o0o p n—-o0o
. urp +u
Ve >0, dng, Vn > ng L —e < inf k < L.
k>n 2 p
Ayant infj~,, ’ et ) < |[Hntltt , Ol peut donc écrire
Up + U
Ve >0, Ing, Vn >ng ul, —e < L—e< "2 :
p

s N : _
L’hypothese nkrfm llunllp = ||u||p, donne

VE > 07 EIn17 vn > Tll ”Uan < HUHP +€'

Si [Jull, = 0, une majoration par inégalité triangulaire et I’hypothese liril llunllp = [lullp
n—-+0oo
donnent lil}rl [un — ull, = 0. Ainsi (up), converge fortement vers u pour la norme ||.|,.
n—-roo

On suppose désormais que ||ul[, > 0 et on choisit 0 < & < ||ul[p.
Pour n > max(ng, n1), 'inégalité de Clarkson (1) donne

Up — w||P

1 1
(lallp = 2 + |22 | < 5l + )7 + 5l
p

ainsi

U, —uwll? 1 1
n < Sl €+ 5l = (lally = €2 < (Jaly +)? = (July = <)
P

Pour 0 < A < B, une inégalité des accroissement finis donne AP — BP < p(A — B)AP~ 1,
ainsi
Uy — w|[P

2 < 2pe(|ull, + )P~ < 2pe(2ul|,)? "

p

La suite (uy,), converge donc fortement vers u pour la norme ||.[[,.
e Danslecas 1 < p < 2, le conjugué p’ vérifie p’ > 2 et on dispose de I'inégalité de Clarkson

3)

/ /
U + ul|P P

2

Uy — U

2

1
1 1 (r—1)
< (llunlly + 1) "

Comme précédemment, pour 0 < € < |ju||, et n > max(ng,n;), on obtient

p p

’ 1
Uy, — ul|P 1 1 -1 /
== < (G0l + 22+ 5halg) T =l - o
P
< (lullp +2)P = (lull, — )P
< 2p'e(|lullp + )P 7t < 2p'e(2lullp)P !

La suite (uy,), converge donc fortement vers u pour la norme ||.[[,.



