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[ Un corrigé du concours Centrale MP 2014 maths 1 ]

I. Une norme utile sur .#,;(R)

I.LA- Toutrevient a montrer que pour tout k € N, I'application iy : A— AF est continue sur #;(R).
Les applications ¢ : A— (A, ..., A) ety : (Ay,...Ax) — A;...Af est multilinéaire et elles démarrent

kfois
des espaces de dimensions finis, elles sont donc continues, donc hy = ¥ o ¢ est continue sur

My (R).
Lapplication A — P(A) est somme finie de fonctions continues sur .#;(R) donc continue sur
My (R).
I.B- L'application est trivialement linéaire par rapport a la premiére composante.
tr(‘AB) = tr(‘("AB) = tr('BA), I'application est symétrique donc bilinéaire.
Si A= (ay,), alors r('AA) = Y af j =0 car A€.#;(®), 'application est donc positive.
i,
Sitr(‘AA) =0, alors Vi,j a; j =0, c’estadire que A =0, 'application est donc un produit scalaire.

I.C- |A|l = Za?'j >|a jl.
\/ ij

I.D- (Z ai_kbk_j)z < (Z a?’k) (Z bi,j) c’est I'inégalité de Cauchy.
3 3 k

2
Y (X aikbej) < (X at)(X b} ;) ce quise traduit par | ABI < Al 1Bl
3 ik Tk

»

LE- Parrécurrence VneN*, | A” | <nAn™

II. Séries entiéres de matrices

ILA- Si A€ .#,(C) esttelle que | Al <R, alors VneN, ||a,A"| <lanl I AlI"
La série Z lan| | All" converge donc ZanA” converge absolument, I'espace .#;(C) est un Ba-
nach, la série Z an, A" converge par conséquent ¢ est bien définie.

Soit r €]0,R[, Vn € N, ||anA”|| < layl 1 A" < |ag|r™, la série Zlanlr" converge. donc la série
n
Z a, A" converge normalement sur le disque fermé de centre O et de rayon r, toutes les applica-

tions A— a, A" sont continues sur .#,;(C), 'application ¢ est donc continue sur 2.
II.B -
II.B.1) Une premiére méthode. Considérons I’ensemble :

J=1{i eN* /(A")g<r<i_restlibre}

I’ensemble J contient 1, car I; # 0, et il est majoré par la dimension de .#;(C) qui est dz.
Soit r =maxJ, alorsr€ Jetr+1¢ J, c’estadire (Ak)(,sksr_l est libre et (Ak)()sksr est liée.
Une autre méthode c’est de penser au polyndme minimal de A.

.
I1.B.2) La famille (Ak)()sksr est liée, donc 3by, ...b, des réels non tous nuls tels que Z bkAk =0,

k=0
r—1
si on suppose que b, = 0, alors Z bkAk = 0, la liberté de la famille (Ak)()skg,_l entraine que
k=0

by, ..., by_1 = 0 ceci est absurde par conséquent b, #Z0, et A" € VeCt(Ak)nggr_l.
Donc Vn € {0, ..., 1} A™ € vect(A¥)p<r<,—1. Par récurrence Ve N, A" € vect(AM)g<rer_1. Cest a
dire |'existence des réels A , ..., Ar-1,, tel que

r—1
A=Y g AF
k=0
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r—1
Si on suppose que Z AenAf = A" = Z A _A¥alors Y (Mg, — ;Cyn)Ak =0
k=0

La liberté de la famllle (A )Oskg_l entralne que Vke{0,..,r =1} Ak = /1;(’”.
II.B.3) Surl’espace F = Vect(Ak)oS k<r—1, on définit une norme, pour tout B = ril ak,nAk, posons
r=1 £=0
Bl = Z laknl, 'espace .44(C) est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes,
Alors il g):(?ste C >0, tel que |.ll; < C|.|l, en particulier ||A” ||1 <C || A" ||, c’est a dire

r—1
Z |/lkn| <C ”An ”
k=0

I1.B.4) En particulier pour tout k entre 0 et r — 1, et pour tout € N :
|anAk,nl < Clanl | A" | < Claal 1 AlI"
La série Z la,| | All" converge, car || Al < R, donc la série Z anAk,n, converge absolument dans

n=0 . n=0
C par comparalson

-1 | +o0
IL.B.5) ¢(A) = Z anA" = Z an Z Akn AR Z Y andin| A*
k=0 k=0 | k=0
+00
Car chaque ) apAy,, converge et soit £x = Y apld .
n>0 n=0

Alors @(A) = Z ¢ A¥=P(A), ou P = Z 0, X", deg(P) < r.
=0 k=0

r—1 r—1 r—1
Lunicité. Si il existe Q = kZ 0/ X" tel que kZ 0 AF = (A) = kZ ¢ A, la famille (A¥)o<g<,-1 est
=0 =0 =0
libre donc Vk € {0,...,r =1}, ¢ =0,
+00
1
IL.B.6) Le calcul donne A% = A, et par récurrence Vn € N*, A" = A, alors @(A) = Z EAH =
k: .

1
Ig+ Z —A=I;+(-1A
=
D’autre part X> — X est un polyndome annulateur de A, et ¢ ’est simple de vérifier que I =

X? — X, donc r = 2 dans ce cas, I'unicité du polynome avec condition degP < r = 2 entraine
P=1+(e-1X.
Remarque : exp(A4) = I+ (e— 1) A.

m

II.C- Supposons qu’il existe P = Z bi X" tel queVAe H;[R), p(A)=P(A),alorsVxeR,p(xE;;) =

k=0
+00
P(xE; ;), etcecidonne Vx € R, Z akx = Z bkx alors (ay), est stationnaire.
k=0 k=0

Réciproquement cette condition suffit. Donc la condition sur la série entiere est que la suite (a,),
soit stationnaire.
III. Deux applications

III.A- Premiere application : une formule de trigonométrie matricielle
IILLA.1) (an)n, (by), deux suites de nombres complexes, on pose :

n
VneN, ¢, = Z axby, i

k=0
Si Z a, et Z b,, convergent absolument, alors la série Z ¢, converge absolument et on a
n=0 n=0 n=0
+00o
(Z o) =(E )
n=0
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III.LA.2) AB=BA <= (iA)(iB) = (iB)(iA), donc il suffit de montrer que si AB = BA, alors exp(A+
B) =exp(A) exp(B).

1
Les deux séries Z — A" et Z B”, convergent absolument car ||A" || | A" et que la série
n=0 n! n=0 n!

1
Z Y converge et sa somme est exp(|| All).
n=0

Cu = i Ly X pre Lsh M epnk Loy pyncar AB = BA.
i k! (n-k)! n'k o kl(n—k)! n!

Alors exp(A) exp(B) = Z Cp= Z ! -(A+B)" =exp(A+B).
k=0 k=0T
Alors exp[i(A+ B)] =exp(iA) exp(lB)

2n+1
I11.A.3) Z( 1)" et Z (-1 )” o convergent absolument, donc cos(A), sin(A), cos(A)?

n=0 (2 )' n=0
et sin(A)? existent, et d’apres la partle IT) ce sont des polyndomes en A, car les séries utilisées
sont de rayons +oco. On peut dire que cos(A) sin(A) = sin(A) cos(A).
De plus A et —A commutent, alors I; = exp[l(A A)] = exp(iA)exp(—iA)

+00

D’autre part exp(i A) exp(—iA) = Zl(lA) Z—( iA)"
n=0"1

o (2n)! o 2n+1)! o (2n)! o 2n+1)!
= (cos(A)* +sin(A)* + i(cos(A) sin(A) — sin(A) cos(A))) = cos(A)* +sin(A)*.
Donc cos(A)2 + sin(A)2 =1,.
III.B- Seconde application : Le théoréme de Cayley-Hamilton
III.B.1) Les valeurs propres d'une matrice A sont en nombres finies alors Sp(A) est bornée
AC e R} telque YA € Sp(A), |Al < C,alors pour R = C+1, onabien Re' ¢ Sp(A), par conséquent
(Re'?1, — A) est inversible.
. . y—1 0 o\~
Vérifions que (Re1,— A)7! = (Re’g) Z (Re’g) A",
i0 _nn=0
Pour R assez grand la série Z (Re’ ) A" converge (|| All < R).

n=0

Lapplication #;(R) — #;(R) : M — AM est continue, car linéaire et .#;(R) est de dimen-
sion fini, donc:

R b e e
OorSs:
(Releld A) ( ) (Reie)_ A = (Relg) 1 (:Z:Z(Reie)—nﬂ An_ :Z: (Reig)_nA”“)
' S ity -a\—ht+1
= (Relﬂ) (ZO( ) Al n;l (Reze) An) =1,
IIL.B.2) SoitpeN,ona:
1 o
- elpHde — 6p,0

27 Jo

.\n—k-1
Pour n € N*, et R assez grand, la série Z (9 — Re’e)
k=0

A, converge normalement sur

.\ n—k-1
[0,27], et les applications 6 — (Re”g) A¥ sont continues sur [0,27], alors on peut per-

muter les signes f et) :
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1 2n .\ 7 .
o ) (Re"’) (Re®T,— A)1de

1 to© 21 i0 n—k-1 k
Ekzzofo (Re®®)” " AFdo

1 +oo p21 i0 n—k-1 k
Ekzzo fo (Re®®)” " doa

Al’l—l

1 2n .\ .
IILB.3) OnaVneN*, A" = gf (Relg) (Re®1,— A)"'d#. Donc :
0

xa(A)

d
Z akAk
k=0

1 r2n d o\ k+1 .
= ax (Re"’) (Re’I;— A)"'a6
TJo k=0

1 27 , . .
- (Re’e) 1a(Re)(Re 1, — A)"1do
27 Jo

I11.B.4) On ala formule valable pour une matrice B inversible ‘comB = (det B)B™".

; 1 [2n T
Donc pour B = Re'?I; — A, on a alors ya(A) = gf -0 (Re’g) comBd®o.
0
. 1 2z
Mais les composantes de comB sont des polyndmes en Re'? et comme z—f e'Pdo = 0
T Jo
. L (%% d(pai6)’
pour tout p € N*, alors py= (-1 (Re ) comBdf =0.Donc
0

xa(A)=0

IV. Etude d’'une équation fonctionnelle
IV.A- Pour x fixé dans ] — oo, M[. Soit 'application :

h:y»—>2(F(x+y)—F(x+a)—iF(Zy)+iF(2a) -(y-a)f(2x)

h est dérivable sur

—00, %/I eth'(y) =2f(x+y) —Z%f(zy) — f(2x) = 0. Mais h(a) =0, donc

Vyel—oo,M[, h(y)=0

IV.B- F est une primitive d'une fonction continue donc de classe €' sur | — oo, M[, donc I'applica-
F(x/2+y)-F(x/2+a) - ;F2y) + 1 F(2a)
y-«

Soit 1 € N*, si on suppose que f est €" sur | —oo, M|, alors F est €"""! sur | — oo, M|, et de I'égalité
précédente f est de classe €™ sur] - oo, MI.

Donc f est € sur ] —oo, M.

2 1
IV.C- Alors2f'(2x) = —a (fx+y-fx+a)= —a (fex) +fy) - f2x) - fw)

tion x — f(x) =2 est de classe € sur ] — oo, M([

1
i (fey - few)

Donc 4f"(2x) = 0 et ceci pour tout x €

00, — 1, alors f" =0, alors f est affine c’est a dire

f € vect(x — 1,x — x), réciproquement toutes les fonctions de vect(x — 1,x — x) vérifie bien
I’équation (V1.1), donc les solutions de (V' 1.1) est vect(x — 1, x — x).
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V. Etude d’'une autre fonction matricielle

V.A- Si{ est une fonction qui vérifie (V.1), alors Vx € R*, {(x) # 0, les fonctions qui vérifie (V.1) sont
les fonctions qui ne s’annulent qu’en 0 éventuellement.

a b 0 ... 0
c do .. 0
V.B- Siad # bc alors la matrice | € d est inversible, donc la matrice
Do Iy
c d
(@ ¢(b) ¢CO) ... (0
() C@) ¢ ... <O
A =1C) {(d) est inversible.
: : ok %
(o) ¢(a@
Ses deux premieres colonnes forment une famille libre et de méme pour ses deux premieres
lignes.
Soit (a, B) € R* tel que a({(a),{ (D)) + B (0),{(d) = (0,0).
((a) —g((c) —g
(c)
Supposons que a # 0, alors {(a) = —g((c) et{(b) = —g((d), donc ‘ .| = ¢ | {(c) 1 ,
{(c) {(c) 1
{(b) —E{(d) b
@ (d) 1 . /
de méme .| = ={(d) , alors les deux premieres colonnes de A’ forment une
(D) \ @ 1

famille liée, absurde donc a = 0, et si on suppose que ({(c),((d)) = (0,0), alors les deux premieres
colonnes de A’ forment une famille liée, absurde, par conséquent 5 = 0.
La famille ({(a),{ (b)), ({(c),{(d)) estlibre, alors {(a){(d) # {(b){(c).

V.C- Soit (x,y) € R? tel que x # y, alors {(1){(x) # (1)L (y).
D’autre part 1.0 # 1.1, donc {(1){(0) # {(1)%, c’est a dire {(1)({(1) - £(0)) # 0, alors {(1) # 0, par
conséquent {(x) # {(y). Lapplication ¢ est injective.
On raisonne par ’absurde et on suppose qu'il existe quatre réels x1, x», x3 et x4 tels que :

{ x1 < xpet(x1) <{(x2)
X3 < x4 et{(x3) >{(xa)

0,1] — R
o — (O +t(xs—x1)) = C(x2 + 1(xg — X2))
On a ¢(0) = {(x1) —{(x2) <0, et (1) = {(x3) —{(x4) > 0, et comme ¢ est continue, alors il existe
c€]0,1[ tel que ¢(c) =0.
Or (1 -c)x; —cxq < (1—=c)x2 — cx3, donc x; + c(x3 — x1) # X2 + c(x4 — X2), alors { n'est pas injective,
ce qui est absurde, alors { est strictement monotone.
V.D- Soit x € R*, alors 1.x # 0.x, donc {(x){ (1) # {(x){(0), c’est a dire que {(x)({(1) — {(0)) # 0, alors
C(x) #0.
V.E -
V.E.1) On suppose par exemple que ( est strictement croissante. On suppose que ¢ (0) > 0, consi-
dérons I'application v : x — {(x){ (1) — (0){(2).
¥ est continue sur R, y(0) = (0)(¢(1) - {(2)) <0, ¢(2) ={(2)({(1) - {(0)) > 0, il existe alors a €
10,2[ tel que {(a)¢ (1) = C(0)C(2).
Si on suppose que {(0) < 0, comme ¢ ne s’annule pas sur R*, alors nécessairement {(1),{(2) €
R™, doncy(0) ={(0)(((1) - ¢(2)) >0, w(2) ={(2)({(1) —{(0)) <0, c’est une absurdité.
On raisonne de méme si { est strictement décroissante.

Puis on considere la fonction : ¢ : {
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V.E.2) Par ailleurs 0.2 # 1a, alors {(a){ (1) # {(0){(2) ce qui est absurde. Donc {(0) = 0.

V.F - Supposons que 1(xy)n(xy) #n(x*)n(y?), d’aprés V.B), {(n(x1)¢(n(xy)) # ¢ (nxH)¢ ().
Alors xyxy # x*y?, ce qui est absurde, alors lorsque cela est défini on a

nxy)n(xy) = n(x*)ny?)

V.G -

V.G.1) ( est continue et strictement croissante sur R, donc {(R) = I est un intervalle ouvert de R,
plus précisément I =] xg@m((x), XETm((x) [=]a, B[, de plus {(0) =0,donc O € I.
Alors la trace de I sur chacun des intervalle 10, +oo[ et ] —oo, 0[ est un intervalle non vide, et on a
IN]0, +o0[=]0, B, alors {x e R/ exp(x) €]0, ,6[} =] —oo, M[,ou M = 111}517 Inx et f est bien définie

e

sur | —oo, M.
Soient x, y €] — oo, M|,

2f(x+y)

2lnn(expx +y)

= ln[n(expxexpy)]2

= Inn(exp2x)n(exp2y); V.F)

= Inn(exp2x)+Inn(exp2y)les deux quantités existent c'est par hypothese
= f@x)+f2y)

V.G.2) De la partie V1, 3a,b € R, tels que Vx €] —oo, M[, f(x) =Innexp(x) = ax+ b. les trois
fonctions In, n) et exp sont strictement croissantes alors a > 0, donc V¢ €]0, B[, n(t) = exp(alnt+
b) = exp(b)a’, qui est de la forme demandé.

V.G.3) Sur l'intervalle INn] —oo,0[=]a,0[, la fonction 7 est strictement négative, car croissante et

n(0) =0.
Je laisse la suite au lecteur.
V.G.4) Alors
la,fl — R
n: B Kjx™ si x€]0, Bl
K(-x)* si x€la,0]
Donc
R — la,pIl
1/
i) s xelo, Bl
x \1/az
— —) si x€]a,0]
K>

xlirP ((x):+m:ﬁetxgrp {(x) =—oco=a,donc I =R.

2 2
Soit x e R*, De V.F, on a 17( - \/}\/}) =n(x)n(x) = n(x) , alors n(—x) = —n(x), car n(x) et n(—x)
n’ont pas le méme signe.
Si xR, alors —x € R, donc 1(x) = —n(—x). La fonction 7 est donc impaire.
V.H - La fonction { est strictement monotone, donc deux cas qui se présentent :
Casl. c’est 'hypothese fait au V.5, alors 7 et par conséquent ¢ est impaire. Sa restriction sur R}
est x— Cx?,avec C>0ety>0.
VAL
Eneffet Cx' =y <= x= (—) .

C
Cas2. si on suppose que ( est strictement décroissante, alors en considérant x — -7, qui est

strictement croissante on se rameéne au cas 1. alors —n est impaire, c’est a dire 7, et donc { I'est
aussi.

De ce qui précede la forme de ¢ sur R} est x— Cx’, avec C#0 ety > 0.
d
V.I -En effectuant les opérations suivantes C; «— Z C;i, Li — L; — L, pour i entre 2 et d, la valeur
i=1
du déterminant donné est (A — )4 ' (A +d - 1).
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V.J -D’apreslaquestion V.H une application continue de R dans R vérifiant V.1, est nécessairement
impaire et sa restriction sur R} est x— Cx’, avec C#0ety > 0.
Soit ¢ une fonction continue sur R impaire telle que sa restriction sur R} est x— Cx’, avec C #0
ety >0.
En considérant A, de la question précédente qui est inversible pour A ¢ {1,1 — d}, or le détermi-

d—
nant de la matrice f;(Ay) est Cd(a—éw - 1) 1({(—3) +d— 1).

¢ est une bijection de R dans R, et C(1 — d), possede un unique antécédent A par (.
(H=C#CA-d)=CV)et{(1-d)=-{(d-1)=-C(d-1)" #C(1 —d) ={(A) poury # 1.
Donc pour y # 1 la fonction ¢ ne vérifie pas V.1.
C’est évident que pour y = 1, c’est a dire que { : x — Cx, vérifie bien V.1, c’est donc les seules
fonctions qui vérifient V.1.

sadikoulmeki@yahoo.fr
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