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1. PRELIMINAIRES
(1) Soit R € O4(R) donc RTR =1, , par suite

det (RR) = det (R") det(R) = det(R)* = 1

Ainsi | det(R) € {~1,+1}|
(2) Soit (A, B) € M4(R) on a
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c’est I'expression du produit scalaire usuel sur My(R) .

(3)
a) Soient u,v € R et A € My(R).

d d d
<u, A'U>Rd = Z U; [A’U]Z = Z Z Aijuivj
i=1 i=1j=1
onawuv' € My(R) et [uv'];; = u;v; donc
d d d d
>3 Aijuivg = 303 Aigluv iy = (A ww”)
i=1j=1 i=1j=1
ainsi | (u, Av)ga = <uvT,A>.
b) Soit A, B € My4(R) ,on a
d
tI‘(AB) - Z[AB]ZZ
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c) Soit A, B ,C € Mg4(R) on a

(A,BC) = tr(ATBC)

et

(4,BC) = tx(ATBC)

donc | (4, BC) = <BTA, C> = <ACT,B>
(4) Soit D = Diag (a1, ..., aq) a coefficients positifs et R € O4(R).

d
a) R € 04(R) donc les colonnes de R sont orthonormées, pour tout 1 <i < d ona R% <y R?j =1
j=1

ce qui donne | |R;| < 1].

d
b) Ona: (D,R) = R) et [DR];; = a;R;j donc (D, R) = 3~ a;R;; comme o; > 0 et |R;| < 1

=1

tr (D
d d
pour tout i alors (D, R) < Y «;|Rii| < Y «; ainsi ’ (D, Ry < tr(D)
i=1 i=1

2. ENSEMBLE DES DEPLACEMENTS DE R? .

(5)
a) Soient a,b € R? et g = (7, R) € Dep (Rd), on a

¢g (a) — dg(b)] = |Ra+7— Rb—T|
= |R(a—D)
R est une matrice de SO4(R) donc elle conserve la norme ce qui donne | ¢4 (a) — ¢4(b)| = |a — b

b) Soient g = (1, R),¢' = (7', R") € Dep (Rd).
<=) Supposons g = ¢, alors 7 = 7" et R = R’ donc ¢4 = ¢
=) Supposons ¢4 = @y, alors pour x = 04, on a :
¢g (Ora) = ¢y (Oga) donc 7 = 7'
On en déduit pour tout = de R?, on a Rz = R’z donc R = R’ par suite g = ¢'.
Ainsi pour tous g, ¢’ € Dep (Rd), on a ¢y = ¢y si et seulement si g = ¢’
c) e = (Oga, ) est une solution , montrons qu’elle est unique .
Soit (7, R) tel que Vo € RY, ¢(x) = x , en particulier pour 2 = Oga on a ¢ (Oga) = 7 = Oga , par suite
Vo € R, ¢(z) = Rx = 2 donc R =1, , d’ott (1, R) = (Oga, 1) -
(6)

a) Soit g, g’ € Dep (Rd) etz €R? ona

by = ¢pg0py =R (Rr+7)+7 =RRr+R7+7
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soit ¢” = (R'T 4+ 7/, R'R) € Dep (Rd) donc ¢gr = ¢y © Pg.
dg=(R7+7,RR) ‘ :
b) Soit g1, 92, g3 € Dep (Rd) , posons g1 = (11, R1) ,92 = (72, R2) et g3 = (13,R3) ,ona

L’unicité découle de la question 5.b . On note

9293 = (Ram3 + T2, RaR3) et g1 (g293) = (Ri1(Ra73 + T2) + 71, RiR2R3)

et
9192 = (Rime + 71, R1R2) et (9192) 93 = (R1Ra73 + Ri7o + 71, R1 R2 R3)

ce qui donne | g1 (g2g3) = (9192) 93
(7) Soit g € Dep (Rd).
a) Soit z,y € R on a

pg(r)=y<= Rr+1=y<=z=R'(y—7)<=2=R'(y—7)
I'équation ¢4(x) = y admet une solution unique donc ¢4 est bijective.
b) Soit ¢' = (~R"7,R") € Dep (Rd> Ja question précédente donne pour tout z,y € RY
Pg(z) =y == ¢g’(y)
d’out ¢’ est I'unique élément de Dep (Rd> tel que ¢y = qb;l.
Notons gt = (=R 7,R").
c) Soit g = (7,R) on a e = (Oga,I4) donc
ge = (ROga + 7, Rly) = (1,R) =g
et
eg = (a7 + Oga+,14R) = (T, R) = ¢

doi

Et on a
ggil = (R <_RTT> + T, RRT) = (—IdT + 7, Id) = (O,Id) —e
de méme
g7'g=(R'7~RT7.R'R) = (0,1) =
d’ot \gg’l =g lg= e\

(8) Soit g,¢" € Dep (Rd) on a
99 = g'ge dgody =dyod,
o VeeRLRRr+Rr+7 =RRz+ R + 71
Pour 2 = 0 on trouve R't + 7 = R’ + 7 donc
(9 =9¢9) = (Rr+7 =Rr'+7)et (V:L’ e R, R'Rx = RR’:L")
= (Rt+7 =Rr'+71) et (RR=RR)
la réciproque est évidente , ainsi
99’ =g'9g& (RT+7 =R’ +7) et (RRR=RR) (1)

Sid> 2, dans SO4(R) il existe R’ # I , soit 7 € R? tel que R'7 # 7, prenons g = (1,1) et ¢’ = (0, R')
alors gg' # ¢'g .
Sid =1 alors SO4(R) = {1} la condition (1) est vérifiée et pour tous g, ¢ € Dep (Rd) 99’ =d'g .

Ainsi Dep (Rd) est commutatif si et seulement si d = 1.
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3. DISTANCE A DEPLACEMENT PRES
(9)

a) Soient g = (1, R),¢' = (7', R') € Dep (Rd) et 2 = (2i)1<icn € EF(R), on a

g-(9-2) = ¢ ((9/'z)¢)1<z<n
)

doulg (¢ =) =(99) - 2]
b) Soient x,y € £}(R) et g = (7, R) € Dep (Rd). Supposons que x = g.y. La question 9.a et le fait
que ¢~ 'g = e donnent

gla=gl gy =(s"9) y=cy=y

ainsi
(10)

a) Soient x,y € £}(R) et g = (7, R) € Dep (Rd).
On a

||g'y—g-w||=$2|¢>g — ¢g ()]

=1

Puis par la question 5.a, on a pour tout 1 < i < n,

|bg (Wi) = b (wi)| = lyi — i

n
lg-y—g-zll= > lvi—al> =y —=|
=1

b) Soit ¢,y € £}(R) et g € Dep (Rd).
1

Donc :

Posons z = g7 - y, alors y = g.z, de la question précédente on a

ly—g-zl| = lg-z—g =

= [z —=|

- o]

oot
Dep (Rd) j_Ifep (Rd>
{ly-g-=lgeDep(RT)} = {||z—g7" y|lg€Dep (R}

= {llz—g-yl | g €Dep (R?)}

or 'application { est bijective, alors



on en déduit que ‘ iz, y) =9d(y,x). ‘

c) Soient (z,y,z) € EF(R)3 et g,¢' € Dep (Rd).

Ecrivons

lz—g-z|=|z-(99) y+ (99) - y—g- =
I'inégalité triangulaire donne
|z = (99") -yl +(99") -y —g- =]

lz—(99") -yl +lg (¢ -y) —g-z|| (voir la question 6.)
lz—=(99") -yl +l¢' -y — x| (dapres la question 10.b )

Iz —g- |

NN N

d) D’apres la question précédente on a pour tous g,g € Dep (Rd),
Iz =g 2| <|z-(99) -yl + ]z —d vl
donc
oz, z) < z—g -zl <|z-(99) -yl + [z -9yl

soit ¢” € Dep (Rd)prenons g=4¢"(¢) " alors

o, 2) < |z=g" y| +|z—9g -y
cette relation étant valable pour tout ¢’, ¢” € Dep (Rd) , fixons ¢’ alors

oz, z) —[lz— g -yl <[z —9" 9y
d(x,z) — || — ¢ - y|| est un minorant de {||z —4"y|l| ¢’ € Dep (Rd)} par suite

S, z) = & —g -y| <inf{lz—g" -yl | " € Dep (RY) |
(car I’ inf est le plus grand des minorants) donc
o(x,2z) <(z,y) + |z —d -y

par suite d(x, z) — §(z, y) est un minorant de {||y —g x| | ¢ € Dep (Rd>} donc

5(z,2) ~ 6(z,y) < inf {lly — g =] | g € Dep (RY) }

ainsi ‘ d(x,z) < o(x,y) + d(y, 2). ‘
(11) Pour tout € £}(R), on note c¢(x) = {y € &}(R) | 3g € Dep (Rd) g T = y}
a) Supposons que c¢(x) Ne(y) # 0. Soit z € c(x) Ne(y).

Par conséquent, il existe g1, g2 € Dep (Rd) tels que : z = g1 - ® = go2.y donc

z = g9y =(07'%) v (1)
y = &' 2= (s'a) =z 2

e Montrons que c¢(x) C c(y): Soit t € c¢(x), donc il existe f € Dep (Rd) tel que f-x =t | par la

relation (1) on a



t=1((9'92) v) = (£ (9r'92))

comme f (gflgg> € Dep (Rd> alors t € c(y) et c(x) C c(y).
e Montrons que ¢(y) C ¢(x): De la méme maniére ,la relation (2) donne le résultat .
La double inclusion donne c¢(x) = c(y).
b) Supposons que ¢(x) = ¢(y). En prenant ¢ = e, on a x € c¢(x) et y € ¢(y), donc x € c(y) et
y € ¢(x) , ainsi il existe ¢’ € Dep (Rd) tel que y = ¢’.« , donc 0 € {Hy —g-z| | g € Dep (Rd)} , ce qui
prouve que §(x,y) = 0.

4. UN PROBLEME D’OPTIMISATION

On fixe dans cette partie z,y € £J(R) et on introduit pour tout (7, R) € Dep (Rd)

J(r,R) = |y, — (Rei + 1) = |y — g - =
i=1

oug=(7,R).
. T . L
(12) Onnote T = Y xiety=- > vy,
i=1 i=1
Rappelons que pour tous u et v dans R? :

o (u,v)ge=u'v.
o |ul®> = (u,u)ga =u'u .
o |u+v|?=|ul?+ [v]? + 2{u,v)ga -

a) Pour toutie {1,..,n} ona

yi— (Bxi + 1) = |y~ 7~ R(@ —2))+[5 - Rz~ 7]’
= -9 R@-2)+[y-Rz—7"+2(y;~ 9~ R(z; —2),5 - BT — 7)pa

remarquons que :
n
(Yi—Y—R(x; — ), Yy— RT —T)ga = <

=1

n n n
comme y y,—ny=y x—nx=0alors ) (y;,—y— R(x; — %),y — RT — T)ga =0, ce qui donne
i=1 i=1 i=1

J(rR) = 3 ly; ~§—R(z;—2)> +n|§— Rz — 7[> (1)

b) Soit R € SO4(R), la relation (1) s’écrit
J(1,R) = J(g — RZ,R) + n|§ — RZ — 7* (2)
donc
J(7_7 R) Z J(g - ij R)

RY - R

admet a un minimum, en 7(R) = y — RZ . La relation (2) devient
T+ J(1,R)

ainsi I’application {

J(1,R) = J(7(R),R) + n|r(R) — 7|2



Si 7 # 7(R) alors n|7(R) — 7|2 > 0 et J(7,R) > J(7(R), R), d’ou I'unicité de 7(R) comme minimum .

RY— R
Ce qui prouve que 'application - a un unique minimum en 7(R) = y — RZ.
T+ J(1,R)
(13) On munit My4(R) de la topologie associée a la norme || M| = \/(M, M).
R R)? R)? R
a) Soit g : Md()%'/_\r/ld() et h: Ma(R)” > Ma(R)
M— (M", M) (A,B) — AB

On a f = hog , f est continue car g est linéaire en dimensions finies et h est bilinéaire en dimensions
finies donc elles sont continues .
b)

e On a SO4(R) = O4(R) N{M € My(R) | det M =1} , O4(R) = f~1{I;} ,c’est I'image réciproque du
fermé {I;} par f qui est continue donc c’est un fermé de My4(R), {M € My4(R) | det M = 1} est I'image
réciproque du fermé {1} par det qui est continue, car polynomiale, donc c’est un fermé de My(R) .
SO4(R) est intersection de deux fermés donc il est fermé dans My(R) .

e Si M € SO4(R), alors :

IMI| = (M, M) = \Jor (MTM) = Vd

Donc SO4(R) est borné
Ainsi SO4(R) est un fermé borné de M (R) donc il est compact.
(14)
SO4(R) — R
R —  J(7(R),R)

avec 7(R) = § — RE et J(r(R),R) = 3 |y; — § — R (zi — 7).
=1

a) Considérons l'application f : {

f est donc continue, SO4(R) est un sous-ensemble fermé borné, en dimension finie , donc il est compact
, par conséquent f est bornée sur SO4(R) et atteint ses bornes . Donc il existe R, € SO4(R) tel que

J(t(Ry),Rs) = inf J(r(R),R
(r (R R) = int T(r(R). R)
et d’apres la question 12.b on a pour tout (7, R) € Dep (Rd), J(t(R),R) < J(1,R) .
On en déduit qu'il existe R, € SO4(R) tel que J (7 (Rx), Rs) < J(7, R) pour tout (7, R) € Dep (Rd>.
b) Prenons le cas ou, pour tout 1 < k < d, z = yx = 1 alors J(7(R),R) = 0, qui est la valeur

minimale , elle est atteinte en toute matrice R et R, n’est pas forcément unique.

(15) Soit R € SO4(R), on a

Jr(R),R) = > lyi—9 - R(@ -2

=1
= > (=g + R @i = 2)*) =23 (s = 5 R (2 = D))
=1 =1

R € SO4(R), elle conserve la norme donc |R (2; — Z)|* = |x; — Z|* pour tout i et d’aprés la question 3a

ona (yi—y,R(xi —T))ga = <[(yz — ) (z—7)" ,R> pour tout 7 , ce qui donne

JeELR) = Y (g — g +lai— 78) — 23 ([ - 9) (i - 2) "] . )
=1 =1

= nVu(y) + nVp(z) —2 <§n: (yi — ) (xi —T) ", R>

i=1
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(yi — ) (z; — ;E)—r donc

NgE

posons Z(z,y) =

=1

J(T(R), R) = nVu(y) + nVn(z) — 2(Z(z,y), R)

la continuité du produit scalaire et la compacité de SO4(R) assure U'existence de  sup (Z(z,y),R) , ce
RESOd(R)
qui donne :

o(x, 2 = inf J(1, R
(z,y) (TyR)Elgep(Rd) (7, R)

= inf
b ) J(T(R): )

dott | §(z,y)? = nV,(y) + nVp(x) —2 sup (Z(z,y),R) .
ReS0O4(R)

5. CALCUL DE §(z,y) DANS LE CAS OU det(Z(z,y)) > 0.

(16) Soit Z € My(R) inversible et S =27 .
Montrons que S est symétrique définie positive

e La matrice S = Z ' Z est symétrique réelle , donc diagonalisable dans une base orthonormée , il existe
donc une base orthonormée (u1,...,uq) de R¢ formée de vecteurs propres de de S et il existe une famille
de valeurs propres réelles telle que Su; = A\ju; pour tout 1 < i < d.
Quitte a changer les indices on peut supposer que A1 < Ao < ... < Ay

e Soit z € R%, on a

2" Se=a2'2"Zx = (Zz)" (Zz) = |Zz|?
donc 2" Sx >0 et
z'Sr = 0= |Zz|=0
= Zzx=0
< x =0/ car Z est inversible )

On en déduit que : Vo € R\ {Oga},2"Sz >0 .

S est symétrique définie positive donc Sp(S) C R** | d’ou il existe une famille décroissante (Ai)1<icd

de réels strictement positifs et une base orthonormée (u1,...,uy) de R? telle que Su; = A\;u; pour tout
1<i<d.
(17) On considére v; = \/%Zui pour tout 1 <7 < d.

a) Soit 1 <i,j<d,ona

<Uivvj>Rd = Y vy
1 T

1
= uZTSuj

VAN,

i s
(vi,vj)pa = |/ fujuj = \/7], (Ui, uj)pa

8

or Suj = A\ju; donc



lsii=j
0sii#j
Par suite la famille (v;), <i<q ©st orthonormeée, donc elle est libre, de plus elle est de cardinal d , ce qui

Puisque (u;); ;<4 est orthonormée alors (v;,vj)pa = {

prouve que (v;); <i<q €St une base orthonormée de R,
b) Soit U = (u1|...|uq),V = (vi|...|va) et D = Diag (v/A1,...,v/Aq) on a

ZU = (Zui|...|Zuq)

= VD

( Car pour toute matrice A, DA = (v/AiAij)1<ij<da €t AD = (/AjAij)i<ij<d )
U € 04(R), donc U est inversible d’inverse U "alors | Z = VDU

. 0 1 0 1
(18)801tZ1:<2 0>etZ2:<_2 0),ona:

4 1 2 1

051:ZF21: 0 , donc Uy = 0 , Dy = 0 et Vi = 0 .
0 1 0 1 0 1 10
4 0 10 2 0 0 1

Sy =23 Zy = donc Uy = Dy = t V= _
® 52 2 42 <01>70HC2 (01>,2 (01>e 1 (_10>

(19) On suppose que det(Z) > 0.
a) Supposons que R € SO4(R) :

e Montrons que V' RU € Oy4(R) :
Les familles de colonnes de U et de V sont orthonormées donc U,V € O4(R) et R € SO4(R) C O4(R) .
(04(R), x) est un sous groupe de (GLg(R), x) donc : VT RU = V"'RU € O4(R) .
e Montrons que det (VTRU> =1.
Ona: det (VT RU) = det(V) det(R) det(U)
et det R = 1 donc det (VT RU) = det(V) det(U) .
La relation Z = VDU donne det(Z) = det(U) det(V) det(D)

d
, avec det(D) = [[ v/A; > 0 et comme det(Z) > 0, alors det(U)det(V) >0 .
=1

La matrice UV € 04(R) donc det(UV) € {—1,1} , comme det(UV) = det(U)det(V) > 0 alors
det(U) det(V) = 1 d'oit det (VT RU) = det(V) det(U) = 1.

On en déduit que | VT RUESO4(R) .
b) Soit R € SO4(R), on a

(z,R) = w(R'Z)
- tr (RTVDUT)
(UTRTVD

= ftr

= tr ((VTRU)T D)

SOd(R) — SOd(R)
R —  V'RU
a), et elle est bijective donc VT RU décrit SO4(R) quand R décrit SO4(R) ,ce qui donne

donc (Z,R) = <VTRU,D> , de plus lapplication { est bien définie , d’apres

Sup <Za R> = Sup <D7 R>
RESOd(R) RGSOd(R)




(20) Pour Z = Z(x,y) , on définie les valeurs singulieres (v/A1,...,v/Aq) et la matrice D.
D’aprés la question 4.b on a (D, R) < tr(D) et si R =14 alors (D, R) = tr(R'" D) = tr(D) par suite

d
sup (Z(z,y),R)= sup (D,R)=tr(D)=)> VN
ReS04(R) RESO4(R) P

D’aprés la question 15 §(x,y)? = nV,(z) + nVo(y) =2 sup (Z(z,y), R)
ReSO,4(R)

-

2

ainsi [§(z,y) = (nVn(x) +nV,(y) — 2 Zd:l\/)\j)

6. LE CAS OU det(Z(x,y)) < 0.

On considere R € SO4(R).
(21)
a) Soit A valeur propre de R et x un vecteur propre associé , R est la matrice d’une isométrie qui

conserve la norme donc
|Rx| = |Al|z] = |z]

x est non nul par suite |A\| =1 et A € {+1,—1}.
b) Ona R+1=R+RR"=R(I+R"), donc det(R+ I) = det(R)det (I + RT).
¢) Supposons que det(R) = —1 alors

det(R+ 1) = —det (I +R") = —det (I + R)") = — det(R + I

d'oit | det(R + 1) = 0
(22) On suppose que det(R) = —1.
a) On a donc det(R + I) = 0, ce qui signifie que —1 est une valeur propre de R.

Notons ug le vecteur propre associé a —1 de norme 1, |ug| = 1, en suite on le complete, par uq,...,uq_1,
en une base orthonormée ,(uy,...,uq) ,de R,
On a Rug = —ug et RRT = I donc

ug=R"Rug = R" (Rug) = R (—ugq)

par suite R ug = —ug et u}R = —udT.

Soit # € Ey = Vect (u1,...,uq_1) = (Rug)® , donc

ug Re = —ujx = — (ug,z)ga = 0

Ainsi il existe une base orthonormée (ug, ..., uy) de R? telle que 'on a Rug = —uq et ul Rz = 0 pour
tout z € Ey = Vect (uy,...,uq4-1) -

b) Soit € F; on a uy Rz = (ug, Rz)ga = 0 ,donc Rz € (Rug)™ = Ej,ce qui donne R (E;) C Ej .
R est inversible donc dim R (E) = dim E; d’ou R (E1) = E; .

Soit D = Diag (aq,...,aq) € My(R) diagonale de coefficients diagonaux «; > 0 décroissants. On note
U= (u1] e \ud)
(23)

a) D’apres 3.c, pour tous A, B et C' dans My(R) on a
(B,ac™) 2 (Bc,4) 2 (C, BT 4)

10



On a U € O4(R), donc UUT =1, et
(D,R) = (D,RUUT)

I’égalité (1) donne
(D,R) = (DU, RU)

de méme

(DU, RU) = (UU " DU, RU)

I'égalité (2) donne

(D,R) = (U"DU,U" RU)

Dol (D,R) = (S,R') avec R =UTRU et S=U'DU .
Remarquons que R’ € O4(R) et S € S4(R) .

b) Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a R .
D’aprés 22.b on a : B = (u,...,uq) est une base orthonormée de R? | f(ug) = —ug et f(E)) = Ey .
U est la matrice de passage de la base canonique de R? vers B , donc R = U.Matg(f).U" par suite
R' = Matp(f) , et on a

UL e Ud—1 Ug
0 Uy

R = o
0 Ug—1
O --- 0 | -1 Ug

Comme R’ € O4(R), RTR =14 , alors R} Ry =141 et Ry € Og_1(R).
(24)
a) Ona
(D,R) = (S,R) =t (STR)

écrivons le produit par blocs :

G (S0 AN(Bo| 0\ _ (SR | A
B B ‘de 0 ‘—1 B B’ ‘—de

donc (D, R) = tr (STR’) = tr (SJRO) — S4q , or S est symétrique réelle et donc Sy 'est aussi d’ou
‘ (D, R) = tr (SoRo) — Saa ‘

b) On a Sy est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral il existe Dy une matrice diagonale
et P € O4_1(R) telles que Sy = P DyP, donc :

tr (SoRo) = tr (PTDoPRy) = tr (DoPRoP")

et PRoP" € O4 1(R) , la question 4.b donne tr (Do (PROPT)) < tr(Dyp) or tr(Dgy) = tr(Sp) donc
[t (SoRo) < tr (So) |

c)
e Onatr(S) =tr(Sp)+Sas,or S=UTDU donc tr(S) = tr (D) ce qui donne tr (Sp) + Sqq = tr(D) .
e Les questions a. et b. donnent

(D, R> =tr (SORO) — Sgq < tr (So) — Sy

et tr(Sp) = tr(D) — Saq ,d'ott | (D, R) < tx(D) — 2S4a- |
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(25)
a) OnalU = (Us)g; jcqct S = UTDU , ce qui donne

s = [(79)),,

izl ; }
B ; <j=1 7., DM) e

or [UTL =Ujqet Dj; = a;6; j donc
J

Saa =

.M&
M&

~
Il
_
<.
Il
—

Ui (0o; ;) Uiq

I

(=~
Q

.

o

.
Il
—

b) Ona U € Oy4(R) donc UUT =14 , le coefficient d’ordre (d,d) de UU T s’écrit
d
T _ 2 _
[UU ]dd - ;Uid -

on sait que les «o; sont décroissants donc :

d
2 2
Saa =3 Uja > aa ) Uja =
j=1
d’apres la question 24.c on a :

(D, R) < tr(D) — 250 < (

N
E
N———
o
£

I
A

i

d—1
on en déduit que | (D, R) < (Z 041') - ag.
i=1

(26) Cas ou det(Z(x,y)) < 0.
On l'utilise la méme démarche que la partie 5 . Pour Z = Z(x,y) , on définie les valeurs singulieres

(VA1,--.,vV/Ad) et la matrice D = Diag (VA1 ..., vV Ad).

D’apres la question 15 on a

5(3:,y)2 =nV,(y) +nVyp(z) —2 sup (Z(z,y),R) .
RESO4(R)

D’aprés la question 19.b , si R € SO4(R), ona Z =VDU' et (Z,R) = <VTRU,D> .
det(Z) < 0 donc det(V)det(U") < 0 par suite V" RU décrit O4(R)\SO4(R) quand R décrit SO4(R) ce
qui donne

sup  (Z(z,y),R) = sup (D, R)
ReSO4(R) Re04(R)\SO4(R)

d—1
D’apres la question 25. (D, R) < <Z \/)\7> — +/Aq et pour la matrice Ry = Diag(1,...1, —1) on a égalité
i=1

, ce qui donne

§(x,y) = (nVn(az) +nV,(y) — 2 (jg Vi — m>> ’
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