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Corrigé 1

I Une norme utile sur M;(IR)

[.A - On pourra écrire f comme la composée de deux fonctions de la facon suivante :

fo MyR) — K* — My(C)
A — (Al,l - Ad,d) — P(A)

La premiere application est linéaire en dimension finie donc continue et la deuxieme
est une fonction vectorielle dont les composantes sont des fonctions polynomiales
a d*-indéterminées donc continues.

d’ou : f est continue sur M;(R).

[.B - La formule suivante sera tres utile ici

d d
VA,B € My(R), Tr('AB) =Y ) A;B;
i=1j=1

On vérifie aisément les quartes propriétés d"un produit scalaire réel suivantes :
~ VA,B € My(R),(A,B) =Tr('A.B) = Tr('('A.B)) = Tr('B.A) = (B, A).
- Va € R,V,A Be My(R),
(xA+A",B) =Tr('(aA+ A").B) = ucTr( fA B) —i—Tr( fA’.B) =wa(A,B)+ (A, B).

- VA € My(R),(A,A) =Tr('A.A) = ZZ >
- VA € M,;(R), o
(AA) =Tr('AA) = ZZ 2=0 = Vije{1,...,d},A;=0.
i=1j=1 o
IC- Ona:Vije{l,...,d <Y Y (A= (A A) = A
k=11=1

donc:Vi,je{l,...,d},
I.D - VA,Be€ ./\/ld(]R),

z]l 1Al

B =y 3 (ZAszk])Z

i=1j=1
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On utilise alors l'inégalité de Cauchy Schwartz dans R? muni de son produit

scalaire canonique on a :
1 1
d 2 d 2
( (A ) ( X (Bi,k)z)

|A.B] < ff(f Ziwwz)

i=1j=1 \k=1 k=1

Vi, je{l,...,d}, §:<A1kBk]

k=1

Donc

d
car: Y _ (A;x)* ne dépend pas de ;.

Donc
d d d d
|A.B|| < <Z Z(Ai,k)2> (Z Z(Bi,k)z) = || A]l |B]
=1k=1 j=1k=1

L.LE - Par une récurrence facile on montre que Vn € IN*, || A”|| < ||A]|"

II Séries entieres de matrices

II.A - Ona R estle rayon de convergence strictement positif, de la série entiere Z anz"
n=0

donc:Vz € C,|z] <R = ) a,z" converge absolument.
n=0
Soit A € B,
ona d’une part, ||A|| < R, donc ) _ a, ||A||" converge absolument.
n=0
et d’autre part Vn € N, [|la,A"|| < |a,||A||"| donc par comparaison des séries a

termes positifsona ) _ [|a, A" || converge, et comme M,(IR) est evn de dimension
n=0

c’est un Banach donc ) _ 4, A" converge.
n=0
d’ot1 : ¢ est bien définie sur B.
Continuité de ¢ :
Ona
- Vn €N, A — a,A" est continue sur M;(R), (question -1.A).
- Y a, A" converge normalement donc uniformément sur tout compact B(0, ),
n=0
avecr < R.
donc ¢ est continue sur B.
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II.B - Soit A € My(R), telle que ||A]| <R,

ILB-1)

ILB-2)

ILB - 3)

ILB - 4)

On consideére I'ensemble :

N = {k € N*, la famille (I, 4, ..., A¥™1) soit libre dans/\/ld(lR)}

On a N est une partienonvidedeIN; k=1 € N,

car pour k = Tona (I3, A,..., A1) = (I;) est libre, puisque I; # 0. Et de
plus N est majorée par d>.

donc N admet un plus grand éléments qu’on notera r, d’out (Ak Jo<k<r—1 €st
libre et (A¥)o<r<, estliée carr +1 & N.

Pour n € N, I'existence et 'unicité d'un r-uplet (A, ..., A,—1,) dans R" tel

r—1
que A" = Z /\k,nAk signifie que A" € vect {Id, A, ..., Ar_l} ,avec {Id, A, ..., Ar_l}

k=0
est libre.

Pourn € {0,...,r —1} on a clairement A" € Vect{ld,A,...,Ar_l}.

Pour n > r on va montrer par récurrence que A" € vect {Id, A, ..., Ar_l}.
Vérification : n = r.

On a la famille (I;, A, ..., A") est liée et la famille (I, A, .. .,Arfl) est libre
donc A" s’écrit combinaison linéaire des vecteurs I, A, . . ., A1

Soit n > r, on suppose le résultat vrai a 'ordre n et montrons le al’ordre n + 1.

Ona A" € vect(Iy, A, ..., Ar_l), on multiplie par A on obtient AL ¢ vect(A, ..

Or A” € vect(Iy, A,..., A1)
Donc : vect(A, ..., A") C vect(ly, A, .. .,Ar_l)
dou: A"l ¢ vect(Iy, A, .. .,Ar_l).
Onala famille (I, A4, ..., Ar_l) est libre donc on peut la complété en une base
p de M;(R) et on considere la norme ||[|; 5 de My(RR),
d d
c-a-d si VM € My(R), My 5 = Y Y |m;j| avec (m;;); les composantes de
i=1j=1
M dans la base B.
Et puisque M;(R) est de dimension finie donc toute les normes sont équiva-
lentes en particulier les normes ||.[[; g et [|.|| sont équivalentes,

donc : il existe C > 0 telle que VM € My(R), [M][; 5 < C||M]|
r—1

pour M = A" ona [|A"|; 5 = Y [Ara| < C[A".
k=0
r—1
Soitk € {0,...,r =1}, onaVn € N,|Ar,| < Y [Apa| < C A" < C| A"
kK'=0

AT
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donc:Vn € N, |ayAi,| < Clay|||A[|" et comme [|A|| < Rona Y |a.]||A]"
n=0

converge, donc par comparaison des séries a termes positifs on a Z AnAin
n=0
converge absolument.

II.LB-5) Ona

n=0 n=0 k=0 k=0

N N r—1 r—1 [ N
YNEN, Y a,A" =Y a, Y MnA =Y (Z anAkﬂ> AF
n=0

On a ZanA” et Zﬂn/\k,n convergent et par opérations sur les limites on a

r—1 [ +oo r—1
quand N tend vers +co : p(A) = ) (Z an/\k,n> A* = Y pAF = P(A
k=0

k=0 \n=0
b
avec P € R,_1[X]

IIL.LB-6) OnaVn >1,A" = Aet (I3, A) est libre doncicir = 2,
etVn>1 )L()n—O)Lln 1,A0=1A10=0

+00
par suiteon a : 2 ayAon = agAo,o + 2 anAon =1

n=0 n=1

400 400 1
et Z anAl,n = aO/\l,O + Z /\an =e—1
n=0 n=1 :
dou:P=1+(e—1)X.
et on en tire que :
1 —e+1 —e+1
1o An
p(A)=) =" =PA)=h+(-DA=| —e+1 1  —e+l
= e—1 e—1 —1+2e
I1.C - Sion suppose qu'il existe P € R[X] tel que VA € M (R), p(A) = P(A),
Soit p € R, pour A = ply, ona ¢(pl;) = P(ply).

etcomme:Vn € N, (pl;)" = p"I;ona ¢(pl;) = (Z Anp > Iyet P(ply) = P(p)l,

et I'existence de ¢(pl;) doit supposé la convergence de Z anp".

onaalors: Vp € R, ¢(ply) = (Z anp > Iy = P(p)l;.
d’ot:

+o00
Vo €R, ) aq0" = P(p)
n=0
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et 'unicité du développement en série entiere de la fonction polynomiale P donne

P (0)

Vn € N,a, =
n!

on conclut que : Vn > deg (P) + 1,4, =0
Réciproquement si : dng € IN, tel que Vi > ng,a, =0

1’10—1 1’10—1
onaura ¢(A) = )_ a,A" = P(A) pour tout A € My(R),avecP = ) _ a,X"
n=0 n=0

Récapitulation : La CNS cherché c’est dny € N, tel que Vi > ng,a, =0
III Deux applications

III.A - Premiere application : une formule de trigonométrie matricielle

III.A - 1) Produit de Cauchy de deux séries : Si Z a, et Z b, sont deux séries de nombres

complexes absolument convergentes alors la série Z wy, dite produit de Cau-

n
chy des deux séries, avec Vn € N,w, = Y_ agb,_, est absolument conver-
k=0
gente et dansce cason a:

Lo () (24)

n

III.A - 2) On rappelle que : Si A € M;(R), la série Z A dite série exponentielle, est

absolument convergente, et sa somme est dlte lexponentlelle de A se note

exp(A).

" n
On note ) wy, la série produit de Cauchy de ) (“:') et)

(iB)"

n (ZA)k (lB)n_k
onaalors Vn € N, w, =

" k;) k! (n—k)!
car A et B commutent.

" & ok oakpn—k 1 "
:ak;)CnAB :m(/H—B)

et puisque les deux séries sont absolument convergentes on a

Z Wn = Z A"‘B) (Z ( ;3) > (Z GB) ]}j) ) = exp(iA) exp(iB)
:O n=0 . n=0 .
d’ou: o
;)%(A—FB) =exp(i(A+ B)) = exp(iA) exp(iB)
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III.A - 3) Par opérations sur les séries convergentes dans unevnona:

exp(iA) + exp(—iA)
2

exp(iA) —exp(—iA)

cos(A) = 5

et sin(A) =

et en utilisant Q-III.A-2) un simple calcul donne : cos(A)? + sin(A)? = I.
II1.B - Seconde application : le théoreme de Cayley-Hamilton
Soit A € My4(R),
IILB-1) VR > 0,0na (Re®I; — A) = (Re'®)(I; — (Re'?) "1 A) et comme Re?® # Oon a
(ReI; — A) inversible < (I; — (Re"?) 1 A) Test.
on utilise alors la relation : VN € IN,
I — (Re®)TAWN = (I; — (Re®) LAY (I; + (Re®) TA 4+ ...+ ((Re?)"LAN-
qui donne :

L — (RE) AN = (I - (Re*)714) T (RF) Ay (1)
n=0

On prend alors R tel que :

IAH

|(Re®) 4|l <16 [RTTe A = 120 <14 R > |4

dans ceona:Vn € N, [|(Re?) 1A)"

<lumeny )

. n
et comme ) | H (Re?)71A) H est convergente car c’est une série géométrique
de raison H (Re®)71A) H < 1 et par comparaison des séries a termes positifs

ona ) ((Re®)"tA)" converge absolument donc convergente car on est en
n=0
dimension finie.

et comme H(Reig)_lAH <lona ((R9)TAN — 0
N—+c0

En faisant alors tendre N vers +oo dans (1) on obtient :
. too .
li=(Is— (Re®)1A) ) ((Re) 1 A)"
P

cette relation suffit de dire dans M (IR) que (I; — (Re’®) 1 A) est inversible et

‘ T .
ona: (I; — (Relg)_lA)_1 = Z((Relg)_ A)"
n=0
on conclut que : (ReI; — A) inversible et

(ReiGId . A)—l — (Reié)—l(ld . (Reie)—lA)—l — (Reié)—l f(ReiG)—nAn
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[II.B - 2) On rappelle que :

Osik #k

- i(k—k')0 o
Vk k' € N 2/ 46 = 6 {1sik:k’

IILB-3) Soitn € N*etR > ||A|.Ona:

TIL.B - 4)

T (20 om0 1
E/o (Re®)"(Re®I, — A)~1do = —

1
27T

/zn(Rem)n(Reie)—1 io(ReiG)—kAkde

k=0

277 +oo k )
Zn/ Z R 1( ) e(nfkfl)zedg

— Z R~ 1- kAk 21 /27T e(l’l—k—l)i@ 4o
s

J/

-~

(5n71,k

— An—l

Justification de l'interversion :

AN k1o AN 1Al
R R “\ R

k
. . . . 1 (A —k—1)i
et par suite la série de fonctions continues : Z R*1 (E) pln—k=1)i6 converge

Vk € N, V6 € [0,271],

AN

normalement donc uniformément sur [0, 277].
1
det(Reif’Id - A)

et comme : det(Re®I; — A) = (—)%x 4 (Re®)
ona: xa(Re®)(Re®I; — A)~1 = (—=1)? tCom(Re?I; — A)
par suite :

27 . ) . 27 . .
/ (Re®)x a(Re®) (Re®I; — A)~1d8 = (—1)* / (Re®) 'Com(Re®1, — A)d6
0 0

Ona: (Re®l; — A)~1 = ‘Com(Re®I; — A)

27,
On sait que : Vk € IN*,/ e*®de = 0.
0
On a les coefficient de Com(Re®I; — A) sont polynomiaux en e, d’oi les

21 . .
coefficients de la matrice / (Re'®) ‘Com(Re®I; — A)df sont de la forme
0

2,
/ e 6 et on conclut alors que x4 (A).
0

IV Etude d'une équation fonctionnelle

IV.A - Onfixex,y € } —oo,%{,y + o
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Ona:Vt G}—oo,%[,f(Zx) =2f(x+1t)— f(2t)

On integre les deux fonctions continues ¢ — f(2x) et t — 2f(x +t) — f(2t) entre
« et y et on obtient le résultat.

IV B - Onfixeye]—oo,%[,y#oc

On a : f est continue sur | — co, M[, donc sa primitive F est de de classe C! sur
| — o0, M|, donc

(x+y) — F(x+a) — 1F(2x) + 1F(2x)
y—u

x»—>f(2x):F

M
est de classe C! sur ] —00, [ donc f est de classe C! sur | — oo, M[, et donc sa

primitive F est de de classe C? sur ] — co, M| et par récurrence on montre que f est
de classe C* sur | — oo, M|

IV.C- OnaVx ¢ } —oo,% {,f(Zx) _ F(x+y) - F(x +y"‘)__a 1FQy) + 1F(2a)

en dérivant deux fois cette expression par rapporta xona:

Vx € } —oo,% [,4f~(2x) _ f’(x+y;:£’(x—|—tx)

) ) M C g
ceci est vrai Vy € ] —00, > {,y # w et comme f est deux fois dérivable, le taux

ffaty) —fx+a)
y—a
M
donc : Vx,a € ] —00, {,f”(Zx) = f"(x +a),
on prend & = x on obtient : Vx € |—oo, M[,4f”(x) = f”(x). D’ou le résultat.
IV.D- f"=0 = Vx€]—oo,M[,f(x) =ax+b.

d’ou : I'ensemble des solutions de 1’équation (IV.1) est vect(x — 1,x +— x) c’est
un sev de C(] — oo, M[,IR) de dimension 2.

V Etude d’une autre fonction matricielle
V.A - Pourd = 1 la condition

VA € My(R), Ainversible = fz(A) = (§(Ai}))1<ij<a inversible

d’accroissement tend vers f”(x + «).

devient
Va € R,anonnul = ¢(a) non nul

donc : les fonctions continues ¢ : R — IR qui vérifient la condition ci-dessus sont
les fonctions continues qui ne s’annulent pas sur R sauf peut étre en 0, c-a-d les
fonctions qui ne s’annulent pas sur R*.
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V.B -

V.C-

V.D -

V.E -

On notera M la matrice indiquée dans 1’énoncé, un calcul par blocs de determi-
nant de M donne det M = ad — bc, donc M inversible signifie ad — bc # 0
D’apres la condition

VA € My(R), Ainversible = fz(A) = (§(Ai}))1<ij<a inversible

ad — be # 0 implique la matrice fz(M) = (§(M;;))1<i j<a inversible,

¢(a) ¢(b)

¢(e) ¢(d)
implique ces deux premieres colonnes: My = | &(c) |etMy = | &(d) | sont

linéairement indépendantes,

implique ( gg‘g > et < ggzg ) le sont aussi,

car sinon on aura par exemple : ( ggzg ) = ( ggi; ) et donc &(b) = aé(a) et
¢(d) = ag(c) donc My = aM;.

ce qui implique que det ( gggg ((::étci; ) =¢(a)(d) —¢(c)&(b) # 0.

On a ¢ # 0 car sinon Va, b, c,d, on aura {(a)¢(d) = 0 = ¢(b)&(c) ce qui contredit
le résultat de Q-V.A.

donc: Ja € R,&(a) # 0, on peut prendre a # 0 car si a = 0 la continuité de &
assure l'existence de a’ # 0 au voisinage de a tel que ¢(a’) # 0

donc:Vx,y € R,

x#Fy = xaFya = {(x)(a) #4(y)i(a) = &(x) #¢(y)

d’ot1: § est injective.

Supposons que ¢ n’est pas strictement monotone, il existe donc trois points a <
b < ctels que ¢(b) & [min(¢(a),{(c)), max(¢(a),¢(c))]

Supposons &(b) < &(a) < ¢(c), alors ¢(a) est un point de l'intervalle [¢(b), &(c)]
et comme ¢ est continue sur [b, c|, d’apres le T.V, il existe un point d € [b, c| tel
que ¢(d) = ¢(a) or d # a, d’ou1 { est non injective.

Il'y a trois autres cas, §(b) < ¢(c) < &(a),&(a) < &(c) < &(b)etd(c) < &(a) < &(b)

qui se traitent de maniere analogue.

Supposons Ja € R* tel que ¢(a) = 0. On prend x,y € R, x # y, puisque a # 0 on
aura:x #y = ax #ay = §(x)¢(a) # ¢(a)¢(y) = 0 # 0. Absurde.
D’ot1 ¢ ne s’annule pas sur R*

On montre que ¢(0) =

V.E - 1) on suppose ici {(0) # 0 et ¢ ne s’annule pas sur R* donc ¢ ne s’annule pas

sur R et comme ¢ est continue il va garder un signe constant sur IR ; on peut
le prendre positif.
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on a alors : si ¢ est strictement croissante : {(0) < g(g)(iz) < &(2) et comme
(2)

¢ est continue le T.V.I donne Ju €]0,2[,&(a) = %

Raisonnement analogue dans le cas ot ¢ est strictement décroissante
VE-2) Ona0.2 # l.aet(0)E(2) = ¢(1)¢(«) ce qui contredit la relation de Q-V.B.

V.F - Supposons 3x,y € I, tel que (n(xy))?* # n(x*)n(y?) c-a-d &(n(xy))E(n(xy)) #
E(n(x*)Em ().

ce qui implique &(17(xy))§(n(xy)) # &(n(x*))§(n(y*)) ce qui implique encore
(xy)* # (x*)(y?). Absurde.

V.G- On suppose que # prend des valeurs strictement positives sur I O]O, +oo[
V.G - 1) Pour que 1(e?*) soit définie il faut que ¢** soit dans IN]0, +o0],
ce qui signifie que e** < m = sup(1N]0, +oo[),
Inm Inm

ce qui signifie que : x €] — oo, T[' on prend M = —

et alors on a si x,y €] —o0,——[ on a 2x €] —oo,Inm[2y €] — oo, Inm| et

2
x4y €] —oo,Inm|
etdanscecasona:

1 1 1

flxty) =In(n(e)) = In((5(e>))2 ((e*))?) = In((5(e>))2 +In((17(¢*))
3103+ 5£)
2 2V

V.G -2) D'apres IV.C f(t) = c1t + ¢ donc In(57(e") = c1t + ¢ donc 7 (e') = e“1'72 en
posant x = e',a; = c; et K; = e on aura 57(x) = Kjx"1.

V.G - 3) Puisque on a : Vx €] —oc0,0[N[,e* > Oona f(x) = In(y(expx)) est bien
définie et on fait un raisonnement analogue en posant x = —e.

NI—

V.G - 4) Supposons que [ est un intervalle distinct de R donc il aura une borne finie
on la suppose celle de IN]0, +o0[ et comme 7 (x) = Kx*! il est de limite finie
en cette borne et par suite 77(I) ne serait pas R, absurde car 7 est une bijection
deIdansR.
montrons que 7 est impaire : maintenant [ = R.
ona:Vx >0,7(x) = Kjx* et Vx < 0,7(x) = Kpx*2.
et pour tout x,y telsque x > 0ety < 0,onaxy <0,
et77(xy) = Ka(xy)™, (%) = Ky ()" et (y*) = Ki(y*)",
et la relation (7(xy))* = 5(x?)(4?) donne (Kz)(—xy)*® = (Ky)2((xy))".
donc: pourx =lety = —1ona (Ky)? = (K;)2
Et puisqueona:six € Ietx > 0onan(x) >0 = 75(0) ety est strictement
monotone car sa réciproque ¢ 'est aussi, donc : 77 est strictement croissante
donc 7 prend des valeurs strictement négatives sur | — co,0[NI et des valeurs

10
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V.H -

V.I-

VJ-

strictement positives sur IN]0, +-oo[, on en tire que K; > 0 et K, < 0 d’ou
K; = —Ks.

D’autre part, pour x, y tels que x > 0ety <0, et xy # —1,

(K2)*(—xy)™2 = (K)*((xy))" = (—2y)* = ((xy)*)™,

on compose par In on obtient &y = «a,.

Conclusion :

Vx € RY,g(x) = Kix® = Ky(—(—2))" = —Ko(—(—x))" = —y(~x),

*

et par suite Vx € R*, 5 (x) = —n(—x).
et comme ¢(0) = 0ona#(0) =0.

Si ¢ est une fonction continue vérifiant la condition (V.1), alors d’apres ce qui
précede elle strictement monotone et ¢(0) = 0 donc soit il prend des valeurs
strictement positives sur IN]0, +oo[ et on applique ce qui précede, soit il prend
des valeurs strictement négatives sur IN]0, +-oo[ et on prend dans ce cas la fonction
—C.

On trouve alors que la fonction réciproque 7 de & est définie sur R et impair et
pour tout x € RY, 1(x) = Kx*%,

1 1

l)CE.

o

on en déduit que ¢ est impaire et Vx > 0, {(x) =
Pour le calcul de det A,, on fait 'opération
CiL+—C+C+...C4

on factorise dans la premiére colonne du déterminant obtenue par A +d — 1, et
on fait les opérations :

Vi e {2,...,d},Li «— L;— L4
on obtient un déterminant triangulaire, et on trouve :
detAy = (A+d—1)(A—1)4"1

Soit ¢ : R — IR une fonction continue qui vérifie la relation (V.1).

On a d’apres la question Q.V.H. alors elle est impaire et 3C # 0, et § > 0 tel que
Vx > 0,&(x) = CxP.

D’autre part :

VA € R, A, inversible = fz(A)) inversible.
ce qui signifie :

VA € R,det(A)) #0 = det(fg(A,\)) #0

11
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ce qui signifie :
VAER (A+d-1)(A-1)"1#£0 = ((A)+(d-1)ED))(E(A) —&(1)" " #0

le calcul de det(fz(A,)) par les mémes opérations que déterminant de det(A, ).
ce qui signifie :

ANEL-det A#1 = E(N) £ (1-d)3(1) et &(A) #2(1) = &(A) # (1-d)E(1)
ce qui signifie :
CA)=(1-4d)¢(1) = A=1-douAr=1

orsi A =1, comme ¢ est bijective et {(0) = 0ona (1) #0,

doncé(A) = (1-d)é(1) = 1=1—d <0card > 2. Absurde,donc: A =1—4,
et vu que : & est impaire et Vx > 0,&(x) = CxP
onad(l)=Cet&(1—d)=—-C(d—1)

donc: &(A) = (1 —d)&(1) donne —C(d —1)f = (1 —d)C

donc: (d—1)f =d—1

dou:p=1

Conclusion : les fonctions continues ¢ : R — R vérifiant (V.1) sont les fonctions

linéaires de R dans R c-a-d x — Cx,C # 0, et réciproquement de tels fonctions
vérifient la condition (V.1).
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