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deuxiéme composition de mathématiques

L'uscge dinstruments de colcul, en parficutier d'une calculatics glectonigue de poche
— avenitueliament programmable ef clphonurmériquae — & fonctionnement autonome, non
imprimante. est autorsé conformément & la circulaie n° 86-228 du 28 juilief 1986,

Documents inferciits,

Lu qualité de la rédaction, la clarié et lg précision des raisonnemenis et des figures interviendront pour une
part importaate dans lappréciation des copies.

Les résultats indiqués dans Fénoncé peuvenr étre wiilisés par les candidats pour la suite du probléme.

L'objet de ce probieme est détudier, dans ke plan, quelques families finies ou ipfinies de cercles tangents
entre eux et tangents a des droites ou & des cercles donnés.

La premiere partie traite de cercles tangenis entre eux et tangesnts i deux droites données,

La deuxitme partie étudic une familie de cercles, dits cercles de Ford, tangents entre eux et tangents a un
cercle et 2 une drotte donnée,

La troisicme partie permet d'éeablir ie résultat dit de « alternative de Siciner » relative 4 des famittes de
cercles tangents entre eux et fangents a deux cercles donnes.

Dans tout le probleme on se place dans un pian affine euclidien.

Notations.
Le cercle de centre O et de rayon # seranoté ‘¢ (Q, r)ou @ il a'y a pas de confasion possible.
E.a chistance de deux points A et B sera notée AB.

Tournez la page S.V.P.



PARTIE 1

LY

CERCLES TANGENTS A DEUX DROITES

A. Quelques résultats élémentaires.

1. Ondonne dans le plan deux droites distinctes 4, et d;, ¢tunpointl,
[ﬁonngr-une.constmeﬁbn du ou des cercles tangents anx deux droites et passant par §. On distingeera les
cas suivants :
a. Lesdroites d, et d, sont paralieles;
b. Lesdroites 4, et 4, sont sécantes en A et le point ] est sur 'une de ces deux droites ;
¢ Lesdroites d, et d, sont sécantes en A et le point Iwest pas sur I'une de ces deux droites.
Sans c;haque cas, on discutera Pexistence et le nombre de solutions selon les positions relatives de 4,
, et L . -
2. On donne un cercle #{0O, r) et deux droites 4, et d, tangentes i ce cercle, On se propose de montrer
qu'il existe des cercles distincts et chacun tangentalafoisa d;, o, et #(0, r).
a. Lesdroites d, et 4, sont paraliéles.

Montrer qu'il existe deux cercles @' et ¥ tangents Alafoisa o, dy et @{0, r).Onnote O et
0" lkescentres de ¥’ et 9", Caractériser les transiations ¢’ et 1" qui transforment respectivement
@ en & ot € en €.

b. Les droites d, et d, sont sécantes en A,

On note & le secteur du plan intersection :
du demi-plan fermé de frontiére d, contenant e point O,
et
du demi-plan fermé de frontiére o, contenant le point O.

On désigne par ¥ (O', '} et € (0", "} les cercles tangents 2 d,, d, et #{0, r) contenus
dans le secteur &,

Caleuler les longueurs OA ™, JA-, ¢, ¥ enfonctionde AO etde r.
Caractériser les homothéties &' et &” qui transforment respectivement % en &' et ¥ en ¢,
On exprimera le rapport A’ de A’ etcelui A" de A" enfonction des nombres AO ¢t 7.

B. Suites de cercles tangents entre eux et tangents i deux droites.

1. On considére deux droites paralltles 4, el d, etuncercle #,(0,, r, ) tangentd @, et d,.

'O construit ators la famille de cercles :
LA ] g:‘-n'l! {giu‘r-i& ey @—21 @——1: Wlls @“ @2» “iey g}ﬂ--—l! ﬁfp-ﬂ

tels que pour tout entier refatif k, %, , soittangenta d,, d, et &, et ¥, ¥ &, _,.
Onappelle F 1a configuration formée des droites 4, d, etde tousles cercles #,, pour k & Z,

a. Quelle est Image de # par 'une ou I'autre des transiations ¢ et 1 de la question LA.2.a. définies
a partir du cercle &, 7

b. Quels sont les éléments de symétrie de F?



1.

2. On considére un cercle %, (0, .} et deux droites 4, et o, sécantes en A et tapgentes &3 %,
vérifiant les conditions: 7, = 6 ¢t AD,= 10,
On construit alors la famille de cercles :
Fy, T, oo, Fou\, F,y (@, estdecentre O, etderayon r,}
tels que pour tout entier paturel k, @, soittangentd d,, d, et @,, et ry,, < 7y
Soit un entier @ > 1, onappelle &, la configuration formée des droites o, 4, et des cercles ¥,
keENet k> a

a. Quelle est Pimage de &, par I'une ou Vautre des homothéties &' et A" de la guestion LA2.5.
© définies a partiv de 9, 7 Endéduire r,,, enfonctionde r, et AD,, , enfonctionde AO,.

Quelle configuration & faudrait-il définir pour que 7 soit globalement invariante par &' et &" ?
b. On appelle ., 1a mesure de I'aire du disque délimité par le cercle %, et &, 1a mesure de l'aire du

trapéze isocele circonscrit & €, et délimité par les droites o, et 4, la tangente commune & ¥, et
;s et lautre tangente & &, (si k # 1 c'est l'autre tangente communed @, et ¥, ). Déterminer

le rapport Hy
Ppo ‘wk! .

¢. Onpose S, =, + o, + ...+, et §,=sf +a+ .. +H

Déterminer lim 5, endéduire: lim S,.

B+ @ e+ +m

Remarque : Le passage par le trapéze n'est pas néceéssaire pour étudier la convergence de la suite S,.

PARTIE 11

i.ES CERCLES DE FORD

On considere un cercle ¢ (F, p) etunedroite 4 tangente & ce cercle. Montrer que Pensemnbie des centres
des cercles tangents 8 @ etd 4 contient une parabole que 'on déterminers.

On munit le plan euclidien d'un repére orthonormé. Soit F le point de coordonnées (O, p} et un
cerele #,(0,, ry) de centre O, de coordonnées {a,, b,) avec 4, > 0, tangent extéricurement au
cercle @ (F, p} et it Paxe des abscisses, :

a. Montrer quil existe un cercle %, {0, r, } ¢t un seul tel que 9, soit tangent extérienrement & & et &),
tangent a laxe des abscissés et que Fabscisse o, de son centre O, soit positive et inférieure  a,,.
Déterminer a, et r, enfonctionde a, et p.

b. On considére alors la suite des cercles &, (O, r, ), k¥ € N, tangents extérieurement 3 ¥ et  l'axe des
abscisses tels que pour tout entier & : _

@y osttangent extéricurementa ¥, et 0 < a,,,; < ¢, (ol a, est'abscisse ducentre G,).

Montrer alors que les suites (a,)4en €t (P )ien SO0t cOnvergentes. Déterminer leurs limites.

Tournez ia page S,V.P,



PARTIE 11

L3

CERCLES TANGENTS ENTRE EUX ET TANGENTS A DEUX CERCLES DONNES

A. Cercles tangents entre eux et tangents & deux cercles concentriques.

Soit ¥(0, p) et ¥ {0, p'} deux cercles concentriques avee p < p’,

On considere la suite de cercles %, (M,, r), K € N, tous tangents 4 & et ¥ ettelsque:
pour tout entier k, %, esttangenta #, ;
pourtoutentier k 2 1, &, # &, .

1. Montrer que fes centtes M, appartiennent  une ligne polygonale régulidre inscrite dans le cercle
o+ o pi-p
2 2

" {0, ) et que r =

m=p‘-p A -1 p'

2 p’+pwl+10ﬁ-l=5'

En déduire que pour fout entier k : sin

2. On gintéresse maintenant au cas of la suite des cercles &, s¢ « rﬁfermc en un tour », c'esi-d-dire qu'il
existe unentier n # 3 tefquepourtout 0 < k< n:

G # G, €, = @, etdeux cercles € et ¥y ne sont jamais sécants (0 € & <n; 0 € k'<n; k# k')

. C oL . A 1
Morntrer qu'il en est ainsi si et senlement si @ sin ; = ik
"y 2
. . ! n
En déduire que 'onaalors A = - + tan -

CO8 —
"

Déterminer A pour n = 3, n =4, n= 6,

B. Quelques éléments sur une transformation : Uinversion,

1. Puissance d'un point par rapport & un cercle.

Soit un cercle #{0, r} et un point P, On considere une droite o passant par P et coupant le cercle
en deux points A et B. On appelle B’ e pﬂl!‘k‘t de ¥ diamétralement opposéa B.

a. Montrerque : PB - PB” = PA x PB,
b. Montrerque : PH - PE = PQ? - #?

¢. En déduire que le produit PA X PB est indépendant de la position de la droite -d.- -
Ce produit est appelé puissance de P par rapport au cercle 4%, On le note p.

d. Montrerquesi P est extérieur au cercle ¥ etladroite & tangentieen T i # alors p = P12,



2. Soit un point § du plan et #* le plan privé du point Q. On définit sur #* la transformation 7
définie par :
M'=7{M) si et seulementsi Q, M et M’ sont alignés et DM x QM = &, & constante
donnée non nulle. '

On dit alors que & est Vinversion de centre 2 et de puissance &. Llinversion & est une transfor-
mation involutive. (7~ © 7 est I'identité.)

a. On considére deux inversions 7; et 7; de méme centre et de puissances respectives X, et k,.

ks

Soit & la restriction & #* de Fhomothétie de centre £ et de rapport .
L4

Montrerque 7, 0 7] = A,
b. Endéduire que 7 = AC T

¢. On considére une inversion de centre & et de puissance &, onlanote 772, k).

* Soit #{0, r} un cercle ne passant pas par & et p la puissance de & par rapport i ce cercle,
Montrer que %10, r) est globalement invariant par Finversion 77{Q, p) de centre Q et de
puissance p.

& Soit A (Q, ,,E, ) la restriction & .#* de Fhomothétie de centre £ et de rapport ~§- . Montrer que

I'image de @ parFinversion 578, k} estle cercle &' image de & par h(Q, % )

& Soit Q) le centre de %' . Exprimer Q0 en fonction de §30), k et p. Vérifier que O n'est
pas e transformé de O par 7 {0, k).

d. On considére maintenant un cercle @ (O, r} passant par £2. Soit A le point de % diamétralement
opposé 8 € et A’ image de A par F (8, k). On considere la droite A passant par A’ et
perpendiculaire 4 (£ A). Soit 4 une droite quelconque passant par £ et coupant @ en Met A en M".
On considére le cercle de dinmétre [AM '), montrer qu’il passe par M et A,

Calculer de deux fagons différentes la puissance de £2 par rapport a ce cercle. En déduire que A est
limage de & privé de 3.

C. Laliernative de Steiner.
On considere deux cercies @, (O, r)et ¥, {0,, r)icls que @ soitintérieura @ avec O, # O,

1. a. Montrer qu'il existe un point I bnique de fa droite {O; O,) tel que sa puissance par rapport & %) soit
égale a sa puissance par rapport 3 % . Montrer que I est extérieur 3 %,

4. Soit T, {respectivement T;) le point de contact de 'une des tangentes issues de 1 i #) (respectivement
#.). Montrer que [T, =T, .

On appelle U et V les points de ja drotte {Q, O,), de milieu I, teks que 1J = [V = IT,. On désigne
par U eelui des deux points qui est intérieur 3 ¢, et 4. On veut montrer que Pinversion 5 (V. VU
de centre V et de puissance YU~ wransforme ks cercles %) et % en deux cercles concentrigues de
centre L},

() Montrerque G,V - GU =R}  (j&€{1,2]}, endéduire que VO, * VU estégalala
puissance de 'V par rapporta € -

(i) Conclure en utilisant le résultat démontré en ITLB.2.c.
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2, On admet que toute inversion conserve les contacts, c'est-d-dire que deux cercles tangents sont
transformés en deux cercles tangents par une inversion de centre n'appartenant pas  ces cercles.

On considére alors, de la méme maniére qu'en IILA., une suite de cercles I'; tous tangents a fa fois aux
cercles & et &, et tangents entre eux deux & deux.

Déduire de IHLA. et HLB. que Falternative est Ia suivante : ou bien a suite (')}, o 5¢ « refenne » en n#coups
et en un tour {¢f. MLA.2) et il en sera de méme pour toute autre suite de méme nature construite a partir
d'un cercle quelconque T', # Ty, ou bien elle ne se « referme pas » et aucune autre suite de tels cercles
ne pourra se « refermer »,



