| PartieI |

L.A.
I.A1. La propriété, évidente, est vraie dans 9, (K) et la réciproque n’est vraie que dans 9 (K)

) ont méme polynome caractéristique donc méme trace.

b
d

puisque la matrice nulle et ( 10

I.A2. Via l'identification « non canonique » : ( CCL > «—— (a,b, c,d), on reconnait le produit

scalaire euclidien « canonique » sur R*.

I.A3. Toujours avec M = CCL Z )

e nous devons prouver que 2(ad — bc) < a® + b* + ¢? + d? qui suffit puisque la permutation

b a d
L’inégalité a prouver est donc 0 < a® +d? — 2ad + %+ + 2be (i.e.) (a—d)*+ (b+¢)* = 0
qui est claire et résout
a=detb=—c
e le cas d’égalité : < ou (0 = (ab)(cd))
b=ceta=—d

6 b d . . . . .
o ( “ ¢ . ) laisse le second membre invariant tandis qu’elle oppose le premier.

Bilan :

1
o [Det M| < 5 Te'MM.

1
o |Det M| = 3 Tr'M M pour les seules matrices de la réunion de plans vectoriels

e (a2) (o )poverd(80) (0 %))

LA4. v, (X)=|"“ _CX p _bX ‘ =(a—X)(d— X)—bc=X?—Tr(M)X + Det(M). Donc
Xy (1) =0<=1—-Tr(M)+ Det(M) = 0.
1.B.
1.B1.
([ acosO +bsinf —asinf + bcosd
(1) MP(0) = ( ccos@ +dsinf —csinf + dcos6 )
assure

(2) ¥(0) = (a+d)cosf + (b — c)sinb.

e Montrons que ¢ est bornée :

l0(0)] = |(a+d) cos @+ (b—c)sinb| < |a+d|+|b—c| assure que’cp est bien bornée sur R.‘
e Montrons que ¢ atteint un maximum sur R :

Par périodicité : o(R) = ([0, 27]) est 'image d’un intervalle fermé borné, elle reste

un intervalle fermé borné, donc p(R) = [p(6y), p(61)] et |max p(R) = p(6;)

e La derniére relation a lieu pour un 6; €]0,47[C R lequel est ouwvert. Comme ¢ est

dérivable sur cet (intervalle) ouvert, on a|¢'(6;) = 0| Suivant l'indication, déduisons-en
que




e MP(6,) est symétrique. La formule (1) montre qu’il s’agit de montrer que (¢ —b) cos 6y +
(d + a)sinf; = 0, la formule (2) assure que ¢'(6) = —(a + d)sinf + (b — ¢) cos§ ainsi
¢'(61) = 0 exprime la symétrie de M P(6;) et

MP(6,) € %(R)

Remarque : Voici 'explication de ce « miracle » :

2 —Oa ) € A(R) alaide d’une matrice de G Ly(C), on constate
aisément que Vz € R 4 = P(za)

e En diagonalisant A def

e On constate ensuite que la fonction f u f:rﬂﬁr(MP(Q oA
1

f(z) =Te(MP(6y + za)) = (61 + za), qu'elle est donc maximale en 0 (¢ 'étant en 6;)
d
e Or o [MP(6,)e™*] = MP(6,)Ae™*, on a donc f'(0) = 0 = Tr(MP(6;)A) ce qui prouve
que VA € Ay(R) (M P(6;)) LA, c’est bien dire que

) vérifie

HMP(0))) € Ay(R): = Sy(R).

e On observe qu’une généralisation a 9, (R) passe par 'observation du fait que 1’exponen-
tielle envoie le sous-espace des matrices antisymétriques : A, (R) dans le groupe O,,(R) des
matrices orthogonales. C’est un conséquence facile du fait que les matrices antisymétriques
sont orthogonalement semblables & des matrices diagonales par blocs antisymétriques de
A, (R) plus un bloc nul (€ A;(R)!) dans le cas ou n est impair.

I.B2. Comme MP(6;) € S2(R), on sait pouvoir le diagonaliser via SOy(R) autrement dit,
D, (R), désignant le plan des matrices diagonales réelles :

3(Q, D) € SO,(R) x Dy(R) ; QMP(6,)Q = D.

(échanger les colonnes d’une @@ € O (R) qui se serait indélicatement présentée, permute les
éléments de la diagonale de D, la laissant dans Dy(R). Ce qui permet d’écrire :

(3) M = QD'QP(—t,) ““<” P(6,)DP(—t; — 0,)

et ’tz =—t, — 6 ‘ convient. En prenant pour M, la matrice nulle, on constate que la décompo-
sition « UDV » ne saurait étre unique, ce qui explique les guillemets surmontant ’égalité (3).
I.B3. M, conduit a ¢o(f) = cos(d) — sin(f). Comme ¢((#) = —sin(f) — cos(f), on obtient

T L 10 f ‘[ def
0, = — qui indique que S9(R) > MP(#,) = 10 f f = Loy S

dont le spectre est évident. En effet rg(S) = 1 et Tr(S) = v/2 assurent que Sp(S) = {0,v/2} et on
obtient, par le calcul classique les « vecteurs-colonnes propres » de Q << P <_Z) € SOy (R).

St
[l

On en déduit, conformément au (IB2) , M 2V p ( W) < 8 V2 ) <W> Ce que le calcul

) )-(2)

confirme puisque

PN (0 B () (%

Ainsi : | (ty,t2) = (—%, g) convient.

fSrefy

I.C. Sans phrase :

UEOQ VEOQ

'BB ='V'A'UU AV Jtytaay JVLtAA)Y ~ A




| Partie IT |

ILA. M € % — 1 € {k € R; V¢ € R?||M¢E|| < K¢} € M La borne inférieure de

M est la valeur en M de la norme subordonnée a || - ||, habituellement notée |||M|||. Donc
M e % <12 |||M||| ce qui fait que :

KX = BIII-HI(5>= 1) est la boule unité fermée centrée en la matrice nulle de I’espace vectoriel
normé : (E, ||| - [[])

11.B.
11.B1.
e En prenant successivement pour £ les vecteurs (é) et ([1)), on obtient ||M¢|| = a®+ ¢? puis
V+ctet,si M eR, a’>+c2<1etb®+c?<1 conclut
o Z est fermé et borné dans E lequel est un espace vectoriel normé de dimension 4 sur R.
’% est donc bien compact.‘

I1.B2.

1T My ,M2eR
[ (EMy+(1 =) Ma)S || = [[EMyE+(1—1) Mo | <E[ Mg |+(A=0) [ Mag]| < t][S][+A=t)[[E]I=I<]]

Remarque : ce calcul montre que la boule unité de centre la matrice nulle, relative & une
norme subordonnée est convexe. Mais le calcul :

4

1T My ,M>
([EMy + (1= OMo[| < H|[Mif]| + A = OI[Me]l] < t+(1-1)=1

prouve que La boule unité (et les autres) de tout evn est conveze...

I1.C.
II.C1. (V€ € R?) (VM € E) $'MME =t (ME)(ME) = ||ME]|? done

(V€ € R?) (VM € B) €MME <"6¢ <= [|ME|* < |[€]]° <= [|[ME]| < ||¢]| <= M € Z

II.C2.
II.C2a.
o 5 N e S2(R) est diagonalisable, semblable (orthogonalement) & une matrice a
diagonale réelle. Ainsi x est a racines réelles et

A, A) €R? 5 x,,,,, = (X = M)(X = Xy)
e Si A €Sp(9) et si £ est un vecteur propre colonne associé : €‘MME = { l|M€||2 9
€(AG) = €]
|| ME||* mex , 2
et, comme £ # 0, 0 < e < 1 cela montre que : | (A, A2) € (RT)*| et que

I1.C2b.
o [M € % —=Sp(MM)  [0,1]
e Montrons enfin que Sp(‘tMM) C [0,1] = M € %. Pour cela, on va utiliser (IIC1) qui
assure que ce qu'’il suffit d’obtenir est V& € R? €M ME <HE€ (= |[€]]?).
'MM € So(R) assure clairement que tout & € R? s’écrit x1&; + 226 ou & et & sont des




vecteurs propres orthogonauz de ‘MM. Si R > )\; est valeur propre associée a &. Il
vient :

FEMME = (21"€1 + 22" &) MM (2161 + 22&2) = (21°& + 22°&) (1 M1 + 12X06s) =

Sp(*MM)C|

0’1} agore
Mt ||| P+ 2exdlleal P <max(Ar, Ao) (il PHadllel?) < lladPHIEl PP

I1.D. Selon II.C2a nous devons démontrer I’équivalence :

Tr('MM) < 1+ (Det(M))?

t X

Sp(‘MM) C [0,1] <= { Tr(tMM) < 2

Ecrivons encore x, = (X — A)(X — A2), observant que Det('M M) = (Det(M))?, et nous
souvenant du fait, argumenté au second point du (IIC2), que (A;, A2) € (RT)?, il nous suffit de
prouver que :

r+y<l+uaxy

Y(z,y) € R? [(m,y) e]—oo,1]<:>{ r+y <2

e Pour =, on observe que zy —x —y + 1 = (1 — x)(1 — y) qui conclut puisque = +y < 2
est trivial. )

e Pour <, (1—2z)(1—vy) > 0et x+y < 2 sont des hypothéses sur (z/, 1) o (1—x,1—y)

x’y’ >0

4y >0

signe large ont celui de leur somme! » ) 2’ > 0 et ¥’ > 0 qui était notre but.

qui s’écrivent : { lesquelles assurent facilement (« deux nombres de méme

II.LE. Remarquons que & étant compact, ., qui est évidemment inclus dans la sphére unité
de (E, ||| - [||), lui est égal.

II.E1. Comme on l'a déja observé deux fois, les valeurs propres de ‘M M sont positives. L’équi-
valence a démontrer s’écrit donc : 1 = max [Sp(*"MM)] <= M € ./

e Pour =, Sp("M M) C [0,1] assure, selon (IIC2), que et 1 € Sp(*"MM) que
A& # 0 IMMEy = &. Multipliant cette relation a gauche par %, on obtient
e Pour <=, si § # 0 réalise 'égalité |[M&o|| = [|&ol, les inégalités de (IIC2) deviennent des

égalités qui, puisque ||&]| # 0, assurent : | max(A;, A\2) = 1| qui nous suffit.

II.LE2.

ILE2a. ‘MM "2 'P(t,) D'P(t,) P(t:) DP(t2) = P(tz) ' D*P(ty) ~ D* = ( %2 [?2 ) '

« Les » valeurs propres de ‘M M sont donc o? et (32

II.E2b. On va utiliser (ITE1) qui assure que M € . <= 1 = max [Sp("M M)] et donc démon-
trer que

1 =max [Sp('MM)] < 3(U,V,7) € O2(R)* x [-1,1]; M =U ( g ? )V.

e L’implication <= est claire puisque, selon (IIE2i), les valeurs propres de ‘MM sont 1
«et» 42 €[0,1], |1 = max [Sp('MM)] | est alors acquis.

e On a supposé en outre que M = UDV, avec § > «a et f > 0 : cela garantit que
(% > o Donc, 'hypothése 1 = max [Sp(*M M)] implique que 3% = 1 et que o? < 1. Ainsi
«a € [—1,1] et § = +1 puisque [ est positif.




II.E3. 1l suffit bien str de le démontrer pour I dof ( 7 0 ) puisque, si I' = tW + (1 — )W’

0 1
avec (W, W') € SO5(R)?, on obtient :
M = UTV = tUWV + (1 — Y UW'V et (UWV,UW'V) € O5(R)? convient.

- v 0\ I+~v/10 l—v /(-1 0
Ecrlvant(o 1 ) =5 (O 1 —I——2 0 1 ) o0 constate que

147~ 1 0 -1 0 .
, —
(t, W, W'") = (—2 ,( 0 1 ) , ( 0 1 )) convient.

IL.F.

II.F1.
e Si M € E, le systéme &), : M = M; + M, aux inconnues (M, Ms) € E; x Eq s’écrit,

. . d—1> .
avec des notations évidentes : ( z y ) = ( atc ) dont la résolution dépend

t d+b a—c
1 0 1 0
. ~ 0 -1 0 1 ~
de la matrice : M = o1 o 1l On a Det (M> =—-2#0.
1 0 -1 0
Cela montre que VM € E, G, admet une solution unique; c’est bien dire que E =

E; ® E,.
e On effectue, avec les mémes notations évidentes que plus haut :
(M, M) = ac — bd + db — ca = 0 qui prouve que E; L E,

1
E=E; ®E,.

IL.F2.VM, € Eq, Det(M;) = a® + b* > 0 conclut. De méme : O, C E,.
I1.F3. Examinons les situations possibles pour le couple (Det(W), Det(IW')) lorsque .¥ 5 M =
tW+ (1 —t)W’:

o SiW et W e SOy(R) C Eq, on aurait (notations évidentes)

- (3 2)(5 ) <rnes

qui n’admet 1 comme valeur propre que si (a>+b*)Iy=1, = ‘MM (i.e.) que si M € Oq(R).
e De méme, si W et W € O, CEy, 'MM = ( + d*)I, € . impose M € O(R).
On en déduit que, si M ¢ Q9(R), se trouve sur un segment d’extrémités : W et W’ orthogonales,
ces extrémités sont nécessairement de déterminants opposés, autrement dit

(W, W') € (Ex x E) U (Ea X Eq).

Cela impose le fait que « M = tW+(1—t)W’'» est l'unique décomposition suivant E; © E,.

Une matrice non orthogonale de la sphére unité . ne se trouve que sur un seul segment d’ex-
trémités « orthogonales » . On remarque qu’au contraire, une matrice orthogonale se trouve
sur une infinité de segments d’extrémités orthogonales : ils sont portés par les droites formant
tout le cone dont elle est le sommet et qui s’appuie sur O(R).

| Partie ITIT |




ITI.A.
III.A1.

Me s, (1) =02 Te(MM) =1+ (Det(M))* <= ||M|]> = 1+ (Det(M))*.

Bien sér, sans équivalence puisque (IID) montre que si Det(M) > 1, ||[M[|*> > 2 interdit méme
M € #. Concrétement :

01

M:<2 0)6(%\%’)C(%\Y)7€®

puisque 22 + 12 =1+ (2-1)? et Det(M) =2 > 1. et

ITI.A2.

III.A2a.On sait que M € . 22 1 = max [Sp(‘(MM)]. Or 1 € Sp(*M M) signifie, selon
(A4), ||[M]]? = 1+ (Det(M))? c’est- a—dlre précisément M € 7. Pour obtenir M € .7, il suffit
maintenant d’exprimer le fait que I’« autre » valeur propre de "M M, savoir A, reste dans [0, 1]
mais Tr('M M) { 1+ X : (diagonalisation de "M M)

1+ (Det(M))* : M€ # Alnsi :

Det(M) € [—1,1]| est la condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice M € J# soit
dans .. Condition, bien entendu, violée par le contre-exemple ci-dessus.

III.A2b. Dans 7, ||M||*> = 1+ (Det(M))? la condition qui équivaut & I'appartenance a .%
obtenue ci-dessus : (Det(M))* < 1 s’écrit donc aussi ||M||2 < 2 et on obtient la condition plus
géomeétrique :

Les matrices de .77 qui sont dans . sont celles de la boule de centre O et de rayon V2 de
(E,||-|]) c'est-a-dire que . = 3 N By, (0, V/2)

II1.B.
II1.B1. Illico, avec notations évidentes :
Det(M, + M) = | Fed=bl_ o 2 p_p_ Det(M;) + Det(M,)
! b+d a-—c '

I11.B2.
e Considérons, pour t € R, une matrice (WW’) 5 M = tW+(1—t)W'. Comme (tW, (1 — t)W’) Hg2
E; x Ey, Det(M) "2 Det(tW) + Det((1 — )W') = 2 — (1 — ¢)2 = 2t — 1.
Or [|M]]2 ™ HE 2w (12w I g 2 (1 g2y = a2t 10,
Comparons avec 1+ (Det(M))* = 1+ (2t—1)2 = 42 —4t+2. Clest pareil et | (WW') €
est démontré.
e Montrons que ’ JC est « réglée » par des droites passant par deux matrices orthogonales‘

Si M € 5, on cherche (Wy, W},) € SO2(R) x Oy ; M € (WyW;,). Si M ¢ E; UEs, on

peut écrire ME M+ My ¢ “> < Z _ab + fl _dc ) avec a’+b% # 0 et 2+d? # 0.
B 1 a —b ;L 1 c d
On pose alors WM = \/Cﬂ:_|_b2 ( b a ) € SOQ(R) et WM = m ( d —c ) €

O; (R) ainsi

M =+Va?+ bQWM + Ve + d2WJI\/[ € (WMW],V[)




Restent les cas particuliers : M € E; U Es.

On constate que E; N7 = SO3(R) et Eo N = 05 (R) (a®> +0* =1, —* — d*> = —1)
ce qui résout la question puisque toute droite reliant M a une martice orthogonale de
déterminant opposé, restant (selon le résultat précédent) dans .7, convient.

| Partie IV |

IV.A. On a vu, dans la démonstration de (IITA2), que | M € 57 <=1 € Sp("M M |, comme
Vit € RUYEM)(tM) = t2(*M M), si Mg # 0, «les » valeurs propres de *(tM)(tM) sont (Cal-
1

culer, pour p € R*, x,,(X) en fonction de x,(X) ) t?A; et t*X3 on y trouve 1 si t = — ou

VA1

1
——. Evidemment O ¢ S, comme 0 < A\; < )2, en détaillant le cas Ay Ao = 0, on trouve que :

V2

0 < A; < A2 donne deux valeurs de t : ie{l1,2}

1

0 < A; = A2 donne une valeur de t :

-5

0 = A\ < A9 donne une valeur de t :

2
L 0:)\1:)\2donne0valeurdet:tMM:O:>M:0:tM§é%”

S

IV.B.
2 2
IV.B1. . (z,y) € Oz(R) ssi % =1,2y = 0,y> + % =1 ce qui équivaut a y = 0 et © = £/2.

’Dans le plan Py, on ne trouve de matrices orthogonales que I, et —12‘

IV.B2. .

IV.B2a. # (x,y) € H# < 2> +y* =1+ % or zt +4 — 4z — 4y? = (2* — 2)% — (297)% =
(2?2 — 2y — 2)(2% 4+ 2y — 2) On peut donc appeler %] la conique d’équation z% — 2y — 2 = 0 et
%, celle d’équation 22 + 2y — 2 = 0, ce sont deux paraboles symétriques par rapport a (Ox) :

x?—2
=+
y 2

Remargue : on constate que, si m = (x,y) # (0,0), le nombre d’intersections de €, U %> ~
€ N Py avec la demi-droite [Om) est bien 2 en général ou 1, dans le cas exceptionnel ou



m = (£v/2,0).
IV.B2b. Si A (z,y) € 7, le (IIIA2) assure que

Mi(x,y) € S < Det (M1 (2,y)) € [-1,1] <= %2 €[-1,1] <z € [-V2,V2]

NP1 n’est donc que la partie compacte de 41 U%, qu’en constituent les points dont I’abscisse

reste dans [—v/2,v/2].

IV.C. 7ZNP; est clairement symétrique par rapport aux axes et a O. L’équation, dont le calcul

2(2? — 1
pénible nous est épargné, se résout en : y = + y On se contente donc de I'étude du
x —
[0, 1JU]V/2, +o00[— R*
graphe de f : 2(z% — 1) laquelle est immédiate : f'(x) < 0, et les symétries
r— | ——
x?—2

conduisent a la figure ci contre.

.

y

-

La partie . N Py est celle que (ITTA2ii) détermine, en exigeant d’un point .Z(x,y) de
A N Py, qu'il vérifie ||M||? < 2, c’est le disque de centre O et de rayon v/2 du plan Py ~ R,
. NPy est donc '« ovale » : composante compacte de la « quartique elliptique » : 7 N Py
qui constitue un arc fermé.

Remarque géométrique : Si P est un plan quelconque de E, voici comment le (IVA)
permet de déterminer & L NP a partir de $ © # NP sans passer par l'argument
(IITA1) (Dans le B, $ est une réunion de paraboles et dans le C, d’un ovale et de 4 branches

de pseudo-hyperboles.) Observons que toute demi-droite d’origine O rencontre $ rappel {M €
E; ||[M|> = 1+ Det(M)?. En effet, si 0 # N € E, 'équation |[tM]]|* = 1+ Det(tN)?, qui admet

la racine évidente 1, si N ¢ GLy(R) s’écrit : u = t* et u?Det(N)? — u||N||> +1 = 0 dont le
A3
discriminant : ||N||* — 4Det(N)? a le signe de ||N||? — 2|Det(N)] > 0 et qui admet une

racine positive (et méme 2) puisqu’elles sont de méme signe et que leur somme est positive.
Une demi-droite d’origine O passant par un point M € & rencontre en général 2 fois ). Une fois
seulement si x, ~admet une racine double ou 0 comme racine : c¢’est-a-dire si [M € Oz(R) N &]
ou si [M ¢ GLy(R)]. Examinons ces 3 cas :

e Le cas «général» : Sp("MM) = {\, 1} avec A < 1 et les deux matrices de [OM )N sont

1 1 1 1 11
M et XM Mais * (XM> (XM) = ﬁtMM a comme spectre {X’ ﬁ} C]0, 1[. Ainsi, sur



[OM), seule M € &. Voici comment repérer géométriquement M : elle est plus proche de

O que XM dans ’evn (E, ||-||), donc dans (P, ||-||) en notant encore ||-|| la norme qu’elle

. . . . . , RQ e Pz
induit sur P. Observons enfin que les identifications proposées : ,
(xa y) - %Z(xa y)

1 01 1 11 0 0 .
adoptant les bases (%Ig, ( 00 )) ou (E ( 00 ) , ( 01 )) qui sont ortho-

normales pour || - ||, sont des isométries du plan vectoriel euclidien canonique R? sur

les plans normés (P, || - ||) puisque 2% + 9% =2 4+ 92
o M € O2(R) N G est le seul point de .7 qu’on trouve sur [OM).
e Sp(*M M) = {0,1}, on sait encore que M est le seul point de 5 qu’on trouve sur [OM).
Il n’est pas facile, dans le cadre des programmes actuels, de différentier géométriquement
ce cas du précédent. En fait les deux exemples rencontrés font penser a la solution Le cas
précédent est celui ou la singularité du point M vient du fait que c’est un point double
de S, le cas présent est celui ou le point M est le seul de [OM) sur S car 1'« autre »
est double et a Uinfini !
Voici la conclusion géométrique de ces remarques. Comme toutes les demi-droites d’origine O
rencontrent G :

G est exactement I'ensemble des points de P qu’on trouve sur les demi-droites issues de O et
sur 9 au plus proche de O.

IV.D.
IV.D1.Si X et p désignent « les » valeurs propres de M,

MeSN A ||M|*=1+(Det(M))* == N+ p2 =14 \p2 == (N2 = 1)(1 — p®)=0<= )\ ou p==+1

On en déduit | M eSN A<= x,,(1)x,,(-1) =0

IV.D2.
1
On en déduit que M (z,y, z) n’appartient & SN que si XM(l)zéxﬂM(\/ﬁ):() ou x,,(—1)=
EXﬂM(_\/E) =0, les coordonnées, dans A, d’un tel point sont caractérisées par la relation :
:U+z—\/§ Y — 0 ou x+z—|—\/§ Y 0
Y Z—T — \/§ Y Z—x+ \/§

Cest-a-dire, aprés calcul : (z4+/2)? — 22 —y?> = 0. Ainsi, on constate que, #° NS est la réunion
des quadriques d’équation : X?+Y? = Z? dans les nouveaux repéres (translatés du canonique)
que définissent les formules :

X=x
Y=y . C’est-a-dire que :
Z=z+2

S N S est la réunion des deux cones de révolution d’axe (Oz), dont les sommets sont

T
(0,0,++/2), les angles au sommet de chacun mesurent —. Ils se coupent suivant le cercle

4
du plan 2Oy de centre O et de rayon v/2.

Voict une facon brutale d’aboutir :

1
2S1 + ySs + 255 = <I_y” z§x> ejf@%‘lx?+y2+z2:1+z

T+ z Y
Y zZ—x




1
1+ 1(22 —x?—y%)%. On factorise donc 4+ 24 + 2 +y* — 20222 — 29222 4+ 22%9% — 4(2? + %+ 2%) =
(22 4+ y* — 22 +2)2 — 822 et

MeSN A= (2> +1* — 22 +2-2V22)(2® + 1> — 22+ 2+ 2V22) =0

IV.D3. Remarques concernant la nature de 5 NS :
e VO R, P(A)t ="'P(0), P(O)M(x,y,z)P(—0) € S est donc clair. On en déduit :
I(u,v,w) € R M(u,v,w) = P(0)M(x,y,z)P(—0) ce que rédémontre le calcul suivant :

1 (24 zcos20 — ysin26 x sin 260 + y cos 20
V2 rsin20 +ycos20  z — (xcos26 — ysin 20)

= (rcos20 —ysin20)S; + (rsin260 4 y cos 26)Sy + 255 et

u x cos 20 — y sin 20 x x
v | = | xsin20+ycos20 | = ( P(g@) (1) ) y | “> I(20) | vy
w z z
On remarque que la fonction : ® : Oo(R) — qui laisse évidemment stable S, est
Q@ — QM t@

une isométrie de (E,|| - ||) puisque {QMQ)(QM'Q) = QMMQ = Q '"MMQ ~ ‘MM.
on en déduit que

VMEE [|@(M)|[* = ||M[* et (Det(®(M)))* = (Det(M))’

donc @ laisse aussi 77 invariant. La formule encadrée prouve donc que 5 NS est de
révolution autour de (O, z).

e Plus géométriquement : S N SO,(R) = {Iy, —Is} et O C S. On sait aussi (I1IB2), que
A est la réunion des droites passant par SO3(R) et O, c’est-a-dire que 7 est la réunion
des cones de sommets 1, et de base O, . Ces droites sont aussi incluses dans S, SU 7
est donc la réunion de nos deux cones. D’autre part O, est la partie de 'hyperplan S

o . 1 r+z oy
constituée des points M (z,y, 2) 7 ( Y i—u

dans % vérifient (calcul aisé) z = 0 et 22 + y* = 2 : c’est le cercle, base de nos cones de
révolution. +I, sont 4-1/255. Cette structure géométrique se retrouve dans le cas analogue

) dont les coordonnées (z,y, z)

suivant.
e Considérons T d:éfKer(Tr): E,®R ( (1) _01 ) . Comme TNSO:(R) = {P (9 , P <_g)}
é 1 —
et Oy C T, la base orthonormale adaptée (11,T5,T3) def (Sl,SQ, = ( (1) O1 )) ‘

conduit, mutatis mutandis, aux mémes résultats. Voici le point commun a ces deux
exemples qui explique l'identité des arguments :

e Tout vient du fait que nos exemples d’hyperplans « respectent » la décomposition or-

thogonale : E = E; @ E;. Précisément : dés que H = E, @a D ou D 69 E. H= UHNw

est une réunion de cénes de révolutions de méme axe. Considérons en effet
une base orthonormale adaptée : (Hy, Hs, H3), disons dans le second cas. (Hs, H3) =

1 1 - 1
<Elz7ﬁ < (1) 01 )) et H, = ( ccl _dc) une matrice de norme 1 (¢* + d? = 5)

dirigeant D C E,. Cette droite rencontre O, lorsque la « matrice courante » : AH; vé-
rifie A2 = 1 c’est-a-dire aux points opposés +=H; de (O,z) C R® ~ H. D’autre part
H D E; D SO,(R) dont I’équation, dans (Ha, H3) est (calcul facile) y? + 22 = 2. On est
donc dans le cas rencontré 2 fois, rendu général.



IV.D4. La partie (compacte) . NS de S NS est constituée des « éléments » M (z,y, z) de
notre réunion de cones qui vérifient de plus | Det (M (z,y,2))| < 1 ¢’est-a-dire |2% + y? — 2?| <
2 ou —2 < 22 4+ y? — 22 < 2 ces inéquations caractérisent les éléments du premier cone :
22 4+ y% — 22+ 2 — 2y/22 = 0 qui vérifient 0 < 2z < /2, c’est la partie d’icelui située entre son
sommet et le plan 2Oy de méme pour le second cone : 22 + y> — 22 + 2 + 2v/2z = 0, on ne
retient, dans ., que les (x,y, 2) tels que —v/2 < z < 0 d’oit le dessin.




