MathématiquesCentrale TSI 2

1. Questions prélimaires
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|[-X1|| = [|X1] et dautre part (—X1).Xz = —=X1. X, donc (-X1). Xz = O et
(X1, X2) est une base orthonormale de R2. De plus B(—X1) = —BX; en
supposant que X; est vecteur propre pour B associé alavaleur propre A1 :
—X1 = 0 et B(—X1) = —A1X; donc —X; est vecteur propre de B pour lavaleur
propre A1. De méme pour X»

ii. Sest une matrice symétrique réelle donc il existe une matrice D diagonale et

une matrice orthogonale N réellestellesque : S= ND'N . On peut remplacer
le premier vecteur colonne de N par son oppose gréce ala question
précédente. Donc S = LD'L

detN = —detL donc comme ce sont 2 matrices orthogonales donc de
déterminant 1 en valeur absolue. N ou L est une matrice de rotation donc de la

0 —sing
forme: R(0) = ( €os SN )

snf coso

c. det(R-1) = (cosh —1)?>+sin?ddonc: det(R—-1) =0« 0 = O[2r] or R |
donc R— 1| estinversible.

R T
M( 01 )doncdethetRetdetMl

Prendrep = 0, = 1 le produit scalaire des ler et 3eme vecteurs colonnes
donne: sinf donc n’est pas nul. lamatrice M(0, p,q) N’ est pas orthogonale.On
peut déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle le soit.
Une matrice orthogonal e est une matrice de changement de bases
orhonormales : Une condition nécessaire est que le 3éme vecteur colonne soit
denormeldonc: p = 0, g= 0. On vérifie que les vecteurs colonnes de la

cosf —snf O
matrice| sinf cosd 0O | sontunitaireset orthogonaux 2 a 2.
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i. P(Xy) doncP_P/) T o {

ii. M@,p,)M'(6',p".q") = (

M(p,q,0) est orthogonale si et seulementsi : p=0,q=0

RR RT' +T

. M@,p,q)M'(0',p',q) = donc de la structure de groupe

0 1
de I’ ensemble des matrices de rotation de M, (R) :M(0,p,q)M'(6',p',q') € G

RO+60) RT +T
( ) )donc

0 1

0 =-0[2r] .
M@, p,)M'(0",p',q") =1 & soit
O.p.OM'(@',p,d) {T,_R(_O)T

0' = -0[2r]
M(@,p,q)M'(0',p',q') =1 & < p' = —pcosh — qsing
q = psind — qcosd
Gn'est pasvide: | € G. Dull.B.1le produit est stable dans Get de 11.B.2 tout

élément de G possede un inverse dans G. Gest donc un sous-groupe de
M 3(R)

R-Xl, T
. M(@,p,q) - Xlz = ( ) donc

0 (1-X)
Puepa = det(R— Xl2)(1 — X) soit Pyopq = (X2 — 2Xcosf + 1)(1 - X)

ii. R+ 1

A. X? - 2Xcosf + 1 apour discriminant —4sin%0
0 = n[27]  Pwmwepg = (X+ 1)%(1 - X) et lesvaleurs propres réelles de
M(0,p,q) sont L et -1
0 + x[2r] M(6,p,q) n"aqu uneseulevaleur propreréelle: 1

B. Danstouslescas: 1 est valeur propre ssmple donc ladimension du

V X
Sous-espace propre associé est 1, soit Xo( 10 ) avec Vo( 0 ) un
Yo

élément de ce sous-espace propre::

RVO+T Vo .
M(@8,p,0)Xo = Xo & ( 1 = ( 1 ) soit

M(0,p,q)Xo = Xo © Vo = (I — R)IT

X' =X+p

!

y =y+q

i. P =r(P) & X/_XO ~r®)| *7° | donc
Y —Yo Y—Yo



, X' = Xo + COSO(X — Xo) — SINO(Y — Yo)
P =r(P) & .
y' = Yo+ SiNO(X— Xo) + cosH(Y — Yo)

X' =x+p
ii. PP =Teo < y—y+q donc

1=1
X 10p x\
PP=Tel|ly [=| 01q || v
1 001 1)
10p\
M = 01gq
001)

X' —Xo = €coSO(X — Xo) — SiNO(Y — Yo)
P =rP) e Yy — Yo = Sinf(X— Xp) + cosO(y — Yo)

1=1
donc
X' cosf —sinf Xo — COSOXp + Sindyo
P =rP) e y = sind cosf Yo — SinBxo — coshyo y
1 0 0 1 1
cosf —sinf Xo — CosOxp + SinByo
M = sing cosf Yo — SiNOxp — CcosByo
0 0 1
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A. M@,p,q) | vy ( 0 1 )( L )doncM(G,p,q)
1

X' X /
B. Soit| vy = M(@,p,q) | y |onobtient que:( X/ ) =RV+T
y
1 1

donc O—P’) est I'image de OP par la composée de latranglation de matrice
T et delarotation d’angle 6 donc P’ est I"'image de P par un déplacement
du plan.



, . , X
C. S cedéplacement est une rotation de centre P et Vp, = 0 ) :

Yo
Xo Xo
M@.p.d) | Yo =| yo |donc:Vp, =RVp,+Tsoit:
1 1
Ve, = (I-R)'T

. SoitQ e Set Q' = MQM donc 'Q’ =t M'QM donc commeQ € S tQ/ =Q

egQ €S

ii. Q='13Qlzetlsz € Gdonc Q est une transformée de Q.
iii. Soit Q' =t MQM , M est de déterminant égal a 1 donc inversible et

Q=! M1QMt or M~* € Gdonc Q est une transformée de Q'

iv. Soit Q' est unetransformée de Q, Q" est une transformée de Q'. il existe 2

matricesM et M’ de Gtellesque:, Q' =t MQM et Q" =t M'Q'M' donc
Q" =t M*"MQMM’ soit Q" =t NQN avec N = MM’ De la structure de groupe
de G, on en déduit que: N € Get donc que Q" est unetransforméede Q. La
relation "est transformée de " est ainsi une relation d’ équivalence sur S.

'R O S U R T 'RSR *
. Par blocs, 'tMQM = =
T 1 U F 01 Xk

donc S(‘MQM) =! RS Q)R = RS Q)R

i, SoitQ =

‘MQM; p2(Q') = det(S(Q')) = det('R) det(S(Q)) det(R) = det(S(Q)) = p2(Q
car det(R)=1.

D’ autre part, S(Q) et S(Q’) étant semblables ont méme trace; d' ou

p1(Q") = p1(Q).

on a: det(Q’)=det(*M) det(Q) det(M) = det(Q) car det(M) = 1.

i.eps(Q) = p3(Q).

A0
. §(Q) est symétrique ;il existe donc une matrice diagonae ( 0 ) et une
i

cosy -sind
matrice R = _ (cf IB3) tellesque :
sind cosd

t
S(Q>—R(A O)R
0 u

R T
SoitM( 01 ),Q’ =t MQM; on &



A0
S(Q) =' RSQ)R = ( )
0 n

donc Q' est delaforme Q(A,0, u,d',€,f")
ii. p(Q) = pu(Q) = 1+ p.
P2(Q) = p2(Q’) = Au.
iii. p2(Q =0=1=00upu=0.
Quitte a échanger lesrblesde A et p,0n peut supposer u = 0.

100 A 0 d 10 p A 0 Ap+d
d 'MQ'M=| 010 0O u € 01q |[= 0 U ug+e
pql d e f 001 Ap+d ug+e "
avecf'= p(Ap+d) +q(ug+€') +pd +qe +f
e. .
i. p2(Q) # 0 & Au + 0;Q"=' MQ'M est diagonale si et seulement S'il existe p
et g tels que:
A; d/=0 / /
P jep=-4 etq=-%
ug+¢e =0

dans ce cas det(Q") =pa(Q) = Pa(Q)f' = f'= 212

P2(Q
A. p2(Q) = 0,p1(Q) # 0,p3(Q) # O
On peut supposer p = 0( cf IC3);Q" = MQ'M

A 0 Ap+d
= 0 0 e or p3(Q) =p3(Q’') donc non nuls et ainsi
Ap+d €  f"
-1€%2+0
Q'est égale aQ(4,0,0,0,€',0) si et et seulement S'il existe p et q tels que:
Ap+d =0 /
P Jd.ep= B B,
f'=p(Ap+d')+qe +pd +qe +f =0 A
_ de-12

9= "2

B. p2(Q) = 0,p1(Q) # 0,p3(Q) = 0.
p1(Q) = A donc non nuls et ps(Q) = —-Ae2 = Odonce = 0

A 0 Ap+d
Q='MQM=| 0 0 0 |estégaeaQ(s,0,0,0,0,f")s
Ap+d 0

et et seulement S'il existe ptel que:Ap+d = 0,i.ep=-<
C. p2(Q) = 0,p1(Q) = 0.

On aors PrQ =a+c=2+u=0 doncA=u=0
P2(Q) = ac—b? = Au = 0



ab

Par suite S(Q) ( b
c

nulle.
doua=b=c=0.

) est semblable alamatrice nulle, donc est

4. .
a. (H1) ixy—y-1=0;(H2) : x*-y*-2=0

H1

abd X
b. Ona:tPlQPlz(x y 1) bce y
d e f 1

'P1QP1 = ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f.
P appartient aCsi et seulement si '‘P1QP; = 0.

Xl
i. SoitP; = y’ lamatrice associéead(P);on P ; = MPy
1
d(P) e C ©'PiQP] = 0 &! P; 'MQMP; = 0.
ii. CestassociéeaQ ='MQM.
iii. M appartient aG, doncQ ’ est une transformée de Q.
d. OnreprendIll.E

i. p2(Q) # O; il existe une matrice diagonale Q" =diag(A, i, v) transformeée de
Q; donc Cest I’'image de Cid'équation :Ax? + uy? + v = 0.



. p2(Q) =0
A. p1(Q =0,p3(Q) +0; G : Ix?+2ey=0
B. pi(Q) #0,p3(Q) =0; G : Ax®+f"=0
C. pi(Q =0a=b=c=0; C :2dx+2ey+f'=0
e. P(x,y)e C ©P1QP; = 0 ! P1(aQ)P1 = 0,z + 0
donc Cest aussi associée aaQ.

O 272 O 1 0O
Qi=| 172 0 -12 |[,Q2=]| 0-10 est diagonale
0 -1/2 -1 0 0 -2

P2(Q1) = -1/4; soit Q' 1 = 2Qy;

Ona: p2(Q1) = —1 =p2(Q2); p1(Q1) = 0 =p1(Q2) €t p3(QL) = 2 =ps(Q2)
Donc Q] est transformée de Q,; par suite H ; est I'image de H » par un
déplacement



