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ECOLE CENTRALE DES ARTS ET MANUFACTURES 

ECOLE CENTRALE DE LYON 

ECOLE SUPERIEURE D 'ELECTRICITE 

ECOLE SUPERIEURE D 'OPTIQUE 

( O p t i o n  PL: v o i r  
n o t e  e n  f i n  d e  4 m e  Concours  d ' A d r i s s i o n  1975 

- 
P a g e  1 

MATHEMATIQUES 1 - [ q u a t r e  p a g e s  d a c t y l o g r a p h i é e s i  

I - Cette première part ie  e s t  indépendante du res te  du problème. 

la  représentation graphique de f dctrtd un plan 
A, 1.I A, 1.I 

On ddsigne par r 
Il rapporté à un repèlrre orthonormé (O, ? , 2 1 euclidien 

1 ") Montrer que chcune des courbes de la  famille r , (A f O), se ddduit 
A, 1.I 

(,>/O) 
1,v' 

simplement de l 'une des courbes de la  famille l? 

2") a )  Etudier l 'application f , , ,  ,(p&O) 

b)  Soi t  Tm l'ensemble des points Y E II t e l s  qu'il passe par M une 
courbe admettant une tangente en fi! de coef f ic ient  angulaire donne' m . Donner 
une dquatiov! cartdsienne de Tm . Construire T o  e t  T I  . 

c )  Quel e s t  l e  nombre des points d ' inf lexion d'une courbe I' ? 
1, 1.I 

Construire l'ensemble I des points d ' inf lexion des r l J P  . 
d )  Construire les  courbes r1,0 e t  r1,i . 

N.E+ Toutes l e s  courbes seront tracées sur une même figure.  

'II - Cette deuxième partie concerne des sui tes  de potyr6mes à une inddberminde 

l e  corps R . 
On dira que ($) e s t  une A-suite s i  pour tout  ha1 l e s  termes consécutifs 

X sur 

On note *(Q) l a  su i te  n l+ Qn (X) de termes successifs Qo , Q l e .  ., Qn..., 

1") Notant Q' l e  polynôme dérivé de Q, montrer que chaque A-suite vdpi f ie  
aussi, pour tout k 3 2 : 

+ k Q{-l - (k -1 )  Qk-2 . 
e s t  associée une A-suite unique (R)  vér i f ian t  : 

pi+l - ( k + l )  Q k ]  = X [Q{ - k 8k-l I C  1 
En ddduire qu'&toute A-suite ( Q I  

Exemple : on donne Qo = X + 1, 

81 = x - 1 .  Trouver R2 , P I  , R ,  



de pZus haut degrd 
unitaires P o  , P ,  
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2:) On rÜppeLLe quCm poty&me "est d i t  uni taire  s i  ;te coefficient du l-terme 
est  7 . Dbntrer  I ' eds t ence  d ' w e  su i t e  mique ( P )  de,polpAmes 
,..... Pn.. vbr i f ian t  d l a  fois pour tout k 1 : 

Trouver P 
O 
, P ,  , p ,  7ay.p 3 '  

c 

5") (Cette question eet ,inddpendante ,de tuut l e  reete dupvbtkme) 
On considare k suite naunbrique ( x k )  adfinie par : 

X K 
k-I 

1 Ddmontrer par rdcurrence 2 'enc&ement : 

En ddduire que l a  suite (zkl L est *croissante, 

XII - 
dérivables ; l e s  ddrive'es d'un 6tbment f de 
S i  

ddsigne l e  f? espace vectorieZ des applications de W dans €? inddfiniment 
( k )  sozt  notEes f ', f",. . . . f S.. . 

CI e s t  un endoniorphieme d e  4e , BQS composbs par lui-même:wnt nate's. 
k-1 k CI o~ = o2 , CI a = (J ,- .,. ; ao @signe dvmtue&tement (pour tout u 1 

l 'application idextique de . 
Soit  f' l'endomorphisme c?e~*quZ'à f 'associe Cf) = y' + - x f .  

ddfinie dans I . *LIJ 
b)  Dbtemriner ies snoyaux ker e , ker e2,. ..., kep f? 

. (OrrvcrmseiLZe de ddfinir  Les fonctions 'J" ;chexchdes .par 
des endomoThis- 

mes p, p2,. . ., en de 

x f ( x )  = e 2 g ( x ) .  1 
X 2  -c 
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2.1 On reprend i c i  l e s  poZynÔmes P obtenus dans I I  2 O ,  e t  par abus de nota- 

Etudier 2 'image 8 ( P k )  . QUQ peut-on dire de Z 'eupace vectorieZ de fonctions 

k 
t ion on conserve l a  mgme l e t t r e  pour ddsigner Za fonction polyr6me x c-.) Pk ( X I  

engendrd par g , Pl ,... , Pn ? 

potynôme m existe-t-iZ une so Zution poZyn6me de 1 'kquation @ ( y )  = 23 ? 

A quelle condition nécessaire e t  suff isante sur l a  

ExempZe : 7T (2) = x (x+Al2 + 4 , A donnb. Discuter. 

3, a )  A tout rdeZ a on associe Z'klkment Fa de cf7 ddfini  p a r  : 
L 

Ddmontrer pour tout c( e t  tout k kz relation : 
( v x  C R )  

où pk  a même signification qu'au 2 : quet Lien y a - t - i i  entre Pk e t  l a  ddrivd 

kkme de x .j e 

( e k ( F  1 ) ( x )  = Pk (x+ct). Fa ( X I  
(31 

2 
? 

Z'ensembZe des coef f ic ients  (dzdments de 
k b )  S O i t P  ko> A ka' ' 

qui permettent d'exprimer pour tout dZdment f de Z'image (f) par l a  combinaison : 
+ .. + A k k  f 

kj f'k-j') @(f) = A k o  f'k' + .. +A 

AppZiquant ce t te  relation 6 Fa , exprimer A 

de P. ( X I .  
en fonction seuzement de k , de j e t  

d 00 

e t  trouver sa solidme. (Ddrzver d'abord en a ) . O n- 

kj 

c )  Etudier Za convergence, pour ct e t  x fixd8, de l a  

lV - On se res t re in t  ddsormais au R espace vectoriel e0& 
rdeZZes &ries entiDres de Za VariabZeSeZZe 
de 

leur restr ic t ion à eo . 

3 formd des fonctions 
x , convergentes sur R.  Les endomorphismes 

qui seront considdrds Zaissent stable, e t  on prendra sans n o @ m n  nouvelle 

étément de c n 
1") Soit  f = j an x 

O 
O 

e 2  t$ej r' 1 al' n 3cn , otl à Za mgme signification qu'au I I I .  

O 

Exprimer Zes a! , e t  dventueZZement l e s  a: , en fonction des a i . Retrouver . 
ker e t  ker $ '. 
2') On ddfingt gk par : 

k i 2 i  
+ .. i x  k x  k+2 

- -A-*(-l) X gk ( x )  = - 
k k (k+21 k ( k i 2 ) .  . (k+2i )  



a )  calculer e ( g k ) .  Résoudre dans : $ ( y )  = 1. 
O r E )  étudier la  convergence de la eérie  : 

L e t  trouver sa some . 
V - On considère maintezant l'ensemble 3 des sdries entières de x e t  une application 

(p de dans 3 de'finie ae la façon suivante : à la sdrie f = 2 ai x i correspond 
O i a, 

a ; E .  e s t  une partie f i n i e  dehv, z la sérte @ Cf) = z b i  x avec bi =z Xij 
O Ei 

qui ddpem de i , A .  sont aes rée ls  donnbs zi 

3 O )  D m  c e t t e .  prmière  question on 

avec j Ei. 

suppose Ei = {i) e t  Xii = i ? . 
L 'application c$ correspondante est-el  l e  un endomorphisme de eo ? 

2 " )  On f i x e  E = { O , l , . . ,  p ; on cherche les  Eiet l e s  coef f ic ients  Xii 
O 

pour que, sur toute &rie entière f, l 'application (9 e t  l a  dérivation, m t d e  li , commutent 
i pf,g = D [ ~rf17. 
Définir Ei .PO& chaque i e t  montrer que O e s t  déterminée par l e  choix des X 
e t  obtenue par la  combinaisoh X . @. de trunsformations particulières CP dont 

( o s  j s p )  P oi 

oi J i 
O 

dé f in i t - i l  un endomorphisme de eo ? @i on prdcisera la nature. 

S o i t  0 G R, e t  @ l 'application (9 précddente p o w  laquelle 
X = 1 , A,, = O,.. >. = 8' , exprimer Q(f) sans u t i t i i e r  l e s  dérivées 

O 0  03' ~ 

de f lorsque f esï, un polynome de degr& au plus &gaz 2 p .  

3O) 
Eontrer que, dans 1 'anneuu des endomorphismes de , - 6 0  D), e t  

e s t  ddf ini  corne dans l e s  partieS.antérieures. 

plus généralevent (D O Vk - vk O D) a'exprirnent au moyen des compose's de 
par lui-mgme. 

e Chercher des solutions de l 'équation D O @  - (9 O D  = I d  

dans laquelle l'inconnue e s t  7 'endomorphisme CP de . 
- l o t e :  L a  premibre épreuve de MATHEMATIQUES en P' e s t  l a  m e m e  que 
c e l l e - c i  'a quelques suppressions près: IL 3 O ;  III 3 O  c )  et IV 2 O  b), 
soulignées dans  l a  marge gauche de l ' Q n o n c 6 .  
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