
(C) 

On ne distingue pas un polynôme et la fonction polynôme associde. 

Tout rdsultat d'une question, même non ddmontr6, pourra être utilise dans 
les questions suivantes. 

(1) Po (x) = 1 

(2) 

(3) 

Pl n'est pas le polynôme nul 

Pour tout entier naturel n, pour tous réels 
x e t y  on a : 

n 
pn(x+Y) = pk(x )p , -k (Y)  

I k = O  
I ! t  . 

Partie I - 
Dans cette partie, apres quelques exemples de suites (P,) , 
on en donne une construction gdndrale. 

vérifiant (Cl, 

I.A- 
l.A.l) La suite ( P,) n L  est ddfinie par : 

Po(x) = 1 

Pn(x)  = '- pour n 2 1. X n  

n! 

Montrer que cette suite vdrifie (Cl. 

1.A.2) On considère la suite ( P,) , 2 o  définie par : 
Po(x) = 1 

P,(x) = - x ( x + n ) " - l  pour n 2 1 1 
n! 

a) 

b) En deduire que cette suite ( P  ) vérifie (Cl. n n 2 O  
I.A.3) Soit une fonction u, de variable réelle, & valcurs récllcs, ndmcttant 
au voisinage de O un ddveloppement limitd d'ordre n, pour tout cnticr n, ct 
telle que u(0) = O et  u'(0) = a l ,  al non nul. 

a) Montrer qu'il existe une suite (P,) , de polynômcs, unique, tellc que 
pour tout n : 

Vérifier, pour n 2 1, la relation P',(x) = P, - l(x + 1). 

n 
C '" (') = tkI'k ( x )  -k t"&, (x,t)  

k = O  

la fonction t + E ,  (x , t )  tendant, pour x et  n fixés, vers zéro quand t tcnd vers 
zéro. 

h) 

c) 

Montrer que la suite (P,) , ovérifie (Cl. 
Application : Expliciter P, pour u(t) = In (1 + t) . 

1.B - 
1.11.1) 

a) Montrer que, pour tout n 2 1, on a l',(O) = O. 

b} .Montrer que P, est de degré 1. 

c) On pose Pl(x) = a lx .  Monter que I', est de dcgrc n ct  cxplicitcr son 
terme de degré n cn fonction (le a 1. 

1.11.2) 

( P,) L u  désigne maintenant une suitc quelconque vcrifiant (Cl. 

Pour tout n 2 1 on posc an = P', ( O )  . IiitaMir, pour tout r i  2 1, 1;i 
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relation : 
n -  1 

pn(x)  = a n - k P k ( x ) '  
k = O  

I.B.3) 

a) 
ditions (C') suivantes : 

Rdciproquement on se donne une suite rdelle (a,) ~ 1, avec a l  f Q 

Montrer qu'il existe une suite e t  une seule (P,) ~ vdrifiant les 3 con- 

(2) Pn(0) = O p o u r n 2 1  
n - 1  

(3) P ' , ( X )  = a,-kPk(x) p o u r n 2 1  
k = O  

b) Ddmontrer que cette suite (P,) 
ra raisonner par dcurrence et comparer 

vérifie les conditions (C). On pour- 

Partie II - 
Dans cette partie, saufen 11.3, on considhe une suite de polynômes vérifiant 
les conditions huivalentes (C) et (C') et  possédant la propriété suivante : 

+- 
la sdrie entihre antn, où (an) 

par a, = PIn (O) , a un rayon de convergence R non nul 
(éventuellement infini). 

est la suite définie en 1 
n = l  

+- 
On se propose d'dtudier 2 P, (x) t". 
Pour Id c R on pose n = O  

11.1) 

a) Établir, pour x rdel, Itl < R et  n 2 O, lcs majorations suivantes 

On pourra raisonner par rdcurrence et  utiliser les conditions (C7. 
b) En dCduire que, pour tout x rdel fixé, les séries entières en t 

+-  +- 

n = O  n = O  

ont un rayon de convergence au moins dg01 B R. 
11.2) On suppose, dans cette question, t fixd dans 1- R, R I et x variable. 

a) Montrer que la convergence dc la série de fonctions de la variable x 

+- 

n = O  

est normale sur tout intervalle fernié [- M, M 1 de IR. 
(On pourra considdrer par exemple r"l P', ( x ) I  , r étant convenablement 
choisi). 

b) On pose 
+- 

S , ( X )  = c P,(x)t". 
n = O  

Montrer que S, est une fonction de x dérivable sur IR et  déterminer une re- 
lation entre la d6rivCe S',(x) de cette fonction de x, S,(x) et f(t). 

c) En déduire 
+- 

+-  n = O  

113) Rdciproquement on se donne une série entitke C a,tn, avec a l  a+ O 
de rayon de convergence non nul R, de somme f (0.  

Montrer que la fonction de t, t + exf(,), définie pour Itl < R ,  est, pour tout 
n = 1 

-1 

F 
tL 



del x fixd, ddveloppable en sdrie entibre sous la forme .. 
C P n  (x) tn , 
n = O  

oh la suite de polynbmes (P,) II 

11.4) D6terminer f (t) et R dans les cas suivants : 

a) 

vdrifie (Cl. 

Po(x) = 1 

PJX) = - ' p u r  n 2 1 Xn 

n! 1 r k )  

b) 
Po(x) = 1 

p o u r n 2 2  P n ( x )  = Pne2(x)  +P,-,(x) et 

C) 
Po(x) = 1 

pourn2  1 P , ( x )  = Pn-l(x) - P ' n - l ( ~ )  et 

P1(X) = x 

P,(O) = O 

P,(O) = O 

Partie III - 
Dans cette partie on reprend la suite (P,) , odu I.A.2. 

Onluiassocielasuite (a,)nLl telleque a, = P'b(0). 

On rappelle la relation P, (x) = P, - (x  + 1) pour n 2 1. 

111.1) 

a) 
+- 

D6tenniner le rayon de convergence R de la série entihe C a,tn. 
+a n = l  

Soit, pour Itl < R, f(t) = c antn. 
n = l  

b) En exprimant 
+- 

n=O 

de deux façons différentes, en fonction de x et de f (t), montrer que l'on a, 
pour I tl < R, 

te") = Qt). 
111.2) 

a) 
u + ue-". 

b) 

c) 
ves. 

d) 

111.3) 

a) Montrer que la serie 

Étudier les variations de la fonction de la variable réelle u ddfinie par 

En déduire que f est la fonction réciproque d'une fonction simple 9. 

Étudier les variations de f et  cp et construire leurs courbes représentati- 

Calculer la borne inférieure m de f B 10a3 pr8s. 

+- 
C an'" 

n - 1  

converge normalement sur 1-R, R 1. En déduire la valeur de la somme de cet- 
te série pour t = R et t = -R. 
b) , Soit x fixd. Montrer la convergence normale de la série 

+- 

n - O  

sur [-R, R 1. En déduire la valeur de sa somme pour t = R et t = -R. 

Partie IV - 
On considhe une suite (P,) , Lo vérifiant les conditions équivalentes (C) et 

(C'), pour la suite (a,) ,> 1, définie par a, = P ,  (O) 

Soit R le rayon de convergence supposé non nul de la série entibre 
+- 
1 antn. 

n = l  



l’Our t appartenant h l’intervalle J-R, R[ on pose 
+- +- 

n =  1 n = l  

Le rdsultat suivant est admis : il existe un rBel rs vdrifiant O < r’ < R, une sé- 
rie entibre 

k =  1 

de somme g(t) dans l’intervalle l-r’, r’[ tels que pour IU < r’ la série 
+œ 

k =  1 

converge et tels que l’on ait, dans 1 4 ,  r’I, 

Soit E l’espace vectoriel des applications linéaires de l’espace vectoriel IRlX I 
dans lui-meme. 

g (f (t)) = f (dt)) = t. 

mL 
1V.A.l) 
P E  IRIXJ : 

Montrer qu’il existe un Blément U, de E vérifiant, pour tout 

+- 
U, (P) = C b,P(”) (en) designe la derivée d’ordre n de P). 

n = l  

1 V. A .2) 

a) 

b) DBterminer les suites ( Pn) et (an) ~ pour que Ug soit défini par 

(On pourra utiliser la formule de taylor) 

c) 
socié calculer U, (P,) 

DBterminer g et U, pour la suite du I.A.l. 

u, (P) (x) = P (x + 1) - P(x) 

Pour les suites ( Pn) ~ du a) et b) prBcddent et pour l’clément U, as- 

On se propose de montrer la propriétk (C”) suivante : U, defini en 1V.A. 1 est 
l’unique BlCment de E tel que 

U,(P,) = 0 et pour n 2 1 Ug(Pn) = P n - 1  

1 V.1). 1) 

a) gtablir pour k 2 2 , n 2 O ,  x réel et t E 1-R,R[ la majoration suivante : - 

b) En deduire 
+- 

n = O  

c) Montrer que l’expression 
+- I +- 

lV.iL2) On admet que 
+ -  t- 

n = O  ( k = 1  
tn c bkPAk’(Xj a un sens et  que pour x réel et Itl< r* : 

+- , + O  

= 1 tn( bkP:(X)) 
n = O  k = l  

lVJ.3)  Montrer que U, possbde la propridté (C”). 


