L'objet de ce probléme est 'étude des suites de polynémes & coefficients réels
(P,) n20 satisfaisant aux 3 conditions (C) suivantes :

1) Po(x)=1
(2) P, n’est pas le polynéme nul
© 3) Pour tout entier naturel n, pour tous réels
xetyona:
n
P (x+y) = P, ()P, _\ (¥

k=0
(A%}

On ne distingue pas un polynéme et la fonction polynome associée.

Tout résultat d’'une question, méme non démontré, pourra étre utilisé dans
les questions suivantes.

Partie I -
Dans cette partie, aprés quelques exemples de suites (P ) 130 vérifiant (C),
on en donne une construction générale.

LA-
LA.1) Lasuite (P)) 020 est définie par :
Py(x) = 1

xl‘l
P (x) = o pournz21-

Montrer que cette suite vérifie (C).

LA.2)  Onconsidére la suite (P) 20 définie par:
Po(x) = 1

1 -1
P (x) ='—1-!-x(x+n)n pournz1

a) Vérifier, pour n 2 1, la relation P’ (x) = P _,(x+1).
b) En déduire que cette suite (P,) n30 vérifie (C).

I.A.3)  Soit une fonction u, de variable réelle, A valeurs réelles, admetiant
au voisinage de 0 un développement limité d'ordre n, pour tout entier n, et
telle que u(0) = 0 et u'(0) = a;, a; non nul.

a) Montrer qu'il existe une suite (P ) 020 de polynomes, unique, telle que
pour tout n : B

n
M = 3 kP (x) + t"e_(xt),
k=0

la fonction t — €, (xt) tendant, pour x et n fixés, vers zéro quand ttend vers
zéro.

b) Montrer que la suite (Pn)n S 0vériﬁe (C).
¢) Application : Expliciter P, pour u(t) = In(1+t).

1B-

1.B.1) (P n30 désigne maintenant une suite quelconque vérifiant (C).
a) Montrer que, pour tout n>1,o0na P_(0) = 0.

b) Montrer que P est de degré 1.

¢) Onpose Pi(x) = a;x. Monter que P est de degré n et expliciter son
terme de degré n en fonction de a,.

ILB.2) Pourtout n>1onposea, = P’ (0). Etablir, pour tout n> 1, la
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relation :
n-1
P'ﬂ (X) = Z an_kpk(x).
k=0
1.B3) Réciproquement on se donne une suite réelle (a )n ,praveca; # Q

a) Montrer qu'il existe une suite et une seule (P )
ditions (C’) suivantes :

(1)  Pyx) =1
(2 P(0)=0

n-1
= X8,
k=0

vériﬁa_nt les 3 con-

pourn=21

()

(3) P' (%) 1k Pk (x) pourn21

b) Démontrer que cette suite (P ) vériﬁe les conditions (C). On pour-

ra raisonner par récurrence et comparer

n
kZ P P k)
=0

P (x+y) et

Partie I -
Dans cette partie, sauf en I1.3, on considére une suite de polynémes vérifiant
les conditions équivalentes (C) et (C’) et possédant la propriété suivante :
v _
la série entiére nglantf‘, ou (a,) .,
par a, = P’ (0), aun rayon de convergence R non nul

est la suite définie en 1

(éventuellement infini).

+ oo

On se propose d'étudier Y P_(x)t".
Pour |t <R onpose "=°
+ o0 C e + 0o
£ty = 3 ath et f() = 3 |a )"
n=1 n=1

ILY)
a) Ktablir, pour x réel, |t| <R et n >0, les majorations suivantes

IxIf(t)

|t"P'n(x)| S;‘(t)em}m et |t“Pn(x)|5e

On pourra raisonner par récurrence et utiliser les conditions (C’).

b) En déduire que, pour tout x réel fixé, les séries entiéresen t

+ oo + oo

Yy P ()" et Y Pot”
n=0 n=0

ont un rayon de convergence au moins égal a R.
I1.2) On suppose, dans cette question, t fixé dans })- R, R [ et x variable.

a) Montrer que la convergence de la série de fonctions de la variable x
+ 00
Yy P (x)t"
n=0

est normale sur tout intervalle fermé [- M, M ] de IR.

(On pourra considérer par exemple r |P (x)| , T étant convenablement

choisi).

b) On pose

+00

Y P (x)t".
n=0

St(x) =

Montrer que S, est une fonction de x dérivable sur IR et déterminer une re-
lation entre la dérivée S’ (x) de cette fonction de x, S,(x) et f(t).

¢) En déduire

4 o0
xf(t)
= e

S (x) = ¥ P (0)t" =

n=0 oo

I13) Réciproquement on se donne une série entiére ) ant"
de rayon de convergence non nul R, de somme f (t).

,avec a, #0
n=1

Montrer que la fonction de t, t - exr(t) , définie pour |t] <R, est, pour tout
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réel x fixé, développable en série entidre sous la forme
Y P (x)t",
n=0
ol la suite de polynémes (P) 020 vérifie (C).
114) Déterminer f(t) et R dans les cas suivants :
a)

Po(x) =1
x" ‘
P (x) = = ) .“_rnz 1
b)
: Po(x) = 1
pourn22 P (x) =P, _,(x)+P,_;(x) et
<)

Po(x) =1
pourn21 P' (x) =P _,(x)-P' _,(x) et

Partie I11 -
Dans cette partie on reprend la suite (P) n2 odu LA.2.

On lui associe 1a suite (ay) ., telle que a, = P'_(0).

Pl (x)
P,(0)

P,(0)

On rappelle la relation P’ (x) = P, _,(x+1) pour n21.

IIL1)

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ) ant".

+ oo
Soit, pour |t| <R, fit) = Y a,t".
n=1
b) En exprimant

Y P (xt"

n=0

+ 00

n=1

de deux fagons différentes, en fonction de x et de f (t), montrer que l'on a,
pour |t] <R,

te™ = fiv).
11.2)

a) Etudier les variations de la fonction de la variable réelle u définie par
u—ue V.

b) En déduire que f est la fonction réciproque d’'une fonction simple ¢.

¢) KEtudier les variations de f et ¢ et construire leurs courbes représentati-

ves.
d) Calculer la borne inférieure m de f a 10°3 pres.
1IL.3)

a) Montrer que la série
+00
>, agt”
n=1
converge normalement sur [-R, R ]. En déduire la valeur de la somme de cet-

te sériepourt = Ret t = -R.

b) . Soit x fixé. Montrer la convergence normale de la série

4 oo

Yy P (x)t"

n=0

sur [-R, R ). En déduire la valeur de sa somme pour t = Rett = -R.

Partie IV -
On considére une suite (P,) 030 vérifiant les conditions équivalentes (C) et

(C"), pour la suite (ay) définie para = P’ (0)

21’

Soit R le rayon de convergence supposé non nul de la série entiére

+ oo

¥ ath.

n=1
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Pour t appartenant a l'intervalle ]-R, R[ on pose

+ oo + oo
i) = ¥ at° et fty = 3 |a,)lt

n=1 n=1

Le résultat suivant est admis : il existe un réel r’ vérifiant 0<r' < R, une sé-
rie entiére

+00
3 byt
k=1

de somme g(t) dans l'intervalle }-r’, r'( tels que pour |t| < ' la série

+ 0o

-k
2 [by (F(1))
k=1

converge et tels que l'on ait, dans )-r’, r'[,
g W) =f(gt)=t.

Soit E I'espace vectoriel des applications linéaires de Fespace vectoriel IR[X|
dans lui-méme.

IVA-
IV.A.1) Montrer qu’il existe un élément Uy de E vérifiant, pour tout
Pe IR[X] :

U (P) = Z b, pt™ P(“) désigne la dérivée d’ordre n de P).

n=1
1V.A.2)
a) Déterminer g et U pour la suite du LA.1.

b) Déterminer les suites (P ) 0320 et (a,) 021
Ug (P) (x) = P (x + 1) - P(x)

(On pourra utiliser la formule de taylor)

pour que U, soit défini par

¢) Pour les suites (P )

n du a) et b) précédent et pour I'élément U, as-
socié calculer U, (P) :

IVB -
On se propose de montrer la propriété (C”) suivante : Uy défini en IV.A.1 est
Punique élément de E tel que

Ug(Po) = etpourn21 Ug(Pn) =P,

1V.B.1)
a) Etablir pour k22, n 20, x réel et t € }-R,R[ 1a majoration suivante :

k

b) En déduire

+ 0o
Y P;(\k) (x)t" d’ t))k xf® pour|t] <R.
n=0

¢) Montrer que l'expression

+ o0 + oo
2 by ("Z lpr(\k) (x)“tnl) a un sens.
=1 =0

1V.B.2) On admet que

Z t ( Z ka'(‘k) (x)) a un sens et que pour x réel et |t/ <71’ :
k=1

n=
o (€ ok K
Z (Z P! ’(x)t") 2 t (Z by P, )(x))

n=0 n=0

Etablir pour It <r'

L)

n=0 k=1
IV.I§.3) Montrer que U, posséde la propriété (C”).
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