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Exercice 1
0) — (0,0 0 — (0.0
SOient(w,y)ER*XR*’f(m’ ) — F(0, )20—0>0,etf( »y) — f(0, ): 2 -
xr xr—> y y—

o 13)
0. Donc —f(o,o) = —f(o, 0) = 0.
ox oy

Toutes les normes sont équivalentes dans R?, choisissons ||[(z, ¥)||eo = sup(|z|, |y|) = h,
comme norme dans R?.on a : f(x,y) — £(0,0) = o(]|(x, y)||s) au voisinage de (0, 0),

en effet [y*] < [|(z,y)|I5, et [2° +y*| > |[(z, y)||2,, donc f(z,y) < [|(=,y)||Z, ce
qui donne la différentiabilité de f en (0, 0), de plus df(o,0) = 'application linéaire nulle.

Exercice 11

A est une partie compacte de E ssi de toute suite d’éléments de A on peut extraire une
suite convergente.

soit (yn) € f(A), il existe ¢, € A tq y, = f(x,), la partie A est compacte, il existe
une sous suite (Zy(ny) de (x5) qui converge vers un élément @ € A, f est continue donne

(Ye(m) = (f(Tpm))) converge vers f(a) € f(A)

f(A) est donc compacte.

L’image réciproque d’'un compacte n’est pas nécessairement un compacte, il suffit de prendre :

f:R— R:xzr+——1, f7' {1} = R qui n’est pas compacte, et {1} est un compacte.
Probleme

Partie préliminaire

a/ lapplication w : t —
continuité en 0, donc intégrable sur ]O .

sint

est bien définie et continue sur |0, 7] et prolongeable par

t2k:—|—1

b/ le DSE de sin en 0 est : sint = Z(— )k(2k 1)

k=0

, pour tout t € R, et u(t) =

sint 2k
Z(— )k(Zk Y pour t €]0, 7] égalité encore vraie pour t = 0, cette

k=0
série a un rayon de convergence oo, si U est la primitive de w qui s’annule en 0, alors,
ot @ €l0,w] U@ = [ = 31t D
our tout x 7] : x) = = — . Donc
P ’ ot Z (2k + 1).(2k + 1)!
r2k+1 2kt
= (=1)* , on prend ug =
,;, (2k +1).(2k + 1)! (2k +1).(2k + 1)!

n

Ly
a/ La série Z — converge (D’ALEMBET), par conséquent son terme général converge
n!

vers 0.
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Vn e N“:1 antl n.n!_1 nw _n2+(2—7'r)n—|—1
" T Dt w0 (mt1)? (n+ 1)

n?—2n+1 (n—1)>? ( ™
= >0, et u, > 0, donc
(n+1)32 (n+1)32

b/ De la question a/ il s’ensuit que la suite (u,) est décroissante vers 0 ( car u, <

est décroissante.
n.n!

2+l
— ) et elle est positive, donc la série —1)*uy est alternée, ainsi |R,| <
DY b S (— 1)k |R,| <
Up41-

2 2 2 2 2 2nt3

ST — 2 (—Dkup| = Z|Ral| et =|Ry| == <107 2%sin >
™ ™ ™ ™ 7 (2n 4+ 3)(2n + 3)!

9 4
4, et =T~ (—1)%uy ~ 1,18 4 1072,
T k=0
Premiere partie : Phénomeéne de Gibbs.

Les ccefficients de Fourier de la fonction f sont : Vn € Nya, = 0, et Vn € N* : b,, =
21 - (=1

™n
le théoreme de DIRECHLET conclut que sa série de fourier converge simplement sur R et a
pour somme la régularisée f de f qu’on vérifie simplement qu’elle est égale a f : cad

n—1 , (4 "&sin[(2k + 1)1
<Z bak+1 sin[(2k + 1)t]>n - (? 2 (2k +1) )n

La fonction f est CM- 27 périodique, et de classe C* par morceaux sur R,

converge simplement vers f sur R. Cette convergence n’est pas uniforme car la suite (Sy,)
est continue sur R, et f ne l'est pas sur R.

A A

La courbe Cg,, La courbe Cg,,

[\ VAN N
\Vamn

nul\r DS S

[
[y

9 | 9 |

1
a/ Soit k € N : sintsin([(2k + 1)t]) = 2 cos(2kt) — cos(2k + 2)t; et on voit bien

1
que sint.T,(t) = 5(1 — cos2nt) = sin?nt. Donc si t € R\ #Z, alors sint # 0,

le résultat en découle.

b/ 0<Ta(t) < = M, Vt € [a,b],Vn € N.

sina

T sin((@k 4 D)) _ T Tea(t) ~Te() _ "L )
C/ Sn+p(t)_sn(t)_ Z (2k+1) - Z (2k—|—1) = _z: m—

k=n+1 k=n+1 k=n+2
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P T (t T, 1 (¢ T, t g 1 1

3 Bt Tona(?) n +p+1(%) + Y T < _ )
=, (2k+1) 2043 2(n+p)+1 L=, 2k —1 2k+1
Ainsi :

St —Su(t)| < M [ —2— + ! +nz+:p<1 1)<
nre = 2n+3  2n+p) +1 L= \2k—1 2k+1))

2M

2n + 3
puisque (Sy,) cv simplement vers f, alors :

, cette inégalité est vraie pour tout p € N et en faisant tendre p vers oo et

Vt € [a,b],¥n € N* : |f(t) — S,.(t)] < .
€ a:b],¥n € N ¢ | () = Su(t) < 5~

2M
La suite <wn = ) tend vers 0 quand n — oo, donc sup |f(t) — S, (t)|
2n+3 t€[a,b]

0, ce qui montre que la série de FOURIER de f converge umformement vers f sur [a,, bl.

a/ Soitt €]0,7/2]. S’ (t) = Zcos [(2k + 1)t] = _ERZ (k1) _ _%<
0

sin nt

sint

4 (sinntcosnt 2 sm 2nt
=—|—] = et donc
™ sint ™ sint
km
S/(t) =0 <= sin2nt =0 <= 3k e€Z:t= o : La plus petite valeur qui
n
™ ™
annule S/ sur ] 0, —} est donc o, = —.
2 2n

b/ On a S,(x) — S,(0) = S,.(z) = / S’ (t)dt, si on considere lapplication d,
0

2 sin 2nt iy an ) T
t > —— sit € |0,—| etd,(0) = gt alors d,, est continue sur |0, —
m sint 2 2
, T * sin 2nt
de plus S, = d, sur 0,5 , ainsi Sp(x) = — dt et Sp(am)
2n sin 2nt 1 ™ sinwu o ) u
— / = — —du a l'aide du changement de variables t = —
sin t nw Jo sing- 2n
. . .. L. 1 sinu
c/ Considérons la suite d’applications CM (fy,) définie par f,, : ¥ — ———— sur
nsin -
2sinu
10, 7], on a (fn) cv simplement vers lapphcatlon u — — CM sur |0, 7], de
T u
sinu

et'u,—>

plus Vn € N5 Vu €]0,7] ¢ |fu(u)| < °

u
sur 0, 7], d’ aprés le théoreme de convergence dominée on en déduit que (S, (o)) cv
sinu 2
du = —1.

™

est CM et intégrable

et sa limite est — /

4/ sup |Su(@) — F(@)] > |Sulan) — Flan)| — \31—1'7&0.

- n—oo |11
xE 0,5

Donc | sup |Sp(x) — f(x)| | ne converge pas vers 0.
z€o,z
Deuxiéme partie : Démonstration du théoreme de convergence normale.
La formule de PARSEVAL d’une fonction f : R — C CM 27 périodique est |co(f)|* +

+oo , . 1 2 )
;Icn(f)l +leon(DF = - / £ (t)2dt.
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Si de plus f est continue sur R en particulier sur [0, 27] et si ¢,(f) = 0 Vn € Z, alors
27

|f(t)|?dt = 0, ce qui donne f = nulle sur [0,27] et par conséquent sur R de la
0
périodicité de f.
Soit f = 0 sur |0,27[ et f(0) = f(27w) = 1 et f 2mw-périodique, alors ¢,(f) = 0 pour
tout n € Z, et f n’est pas 'application nulle.
a/ g est la limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur R, par conséquent g est
continue sur R.

La convergence de la derniere série est uniforme sur [0, 27], donc on peut intégrer
terme a terme, ainsi

12 -
enlg) = o | a(t)e ™t =
0

CO(f) 27 - 1 +o0 27 . . 27 . .
e "dt + — Zc_p/ e i(ntP)tqy 4 cp(f)/ e (" Ptqt On a
27 0 27 p—1 0 0
1 1 1
- e_l(n+p)tdt — 6n,—p7 _/ e—l(n—p)tdt — 6n,p ot _/ e ittt —
27 Jo 2w Jo 27 Jo
n,0

D’ou ¢,(g) = cn(f) pour tout n € Z.

b/ Soit m € Z, on a ¢(g) = cn(f), alors ¢,(g — f) = 0, la fonction g — f est continue
sur R, de la question 8) on en déduit que f = g sur R.

a/ Une intégration par parties donne ¢, (f’) = inc,(f) pour tout n € Z.

1
b/ OnaVa,beR: |abl < E(a2 + b?), donc Vn € N*,Vt € R

DO < leaH)] +len(F)]
1 1
< Slealf)+ - leon(F)
1 2 |2 ANV
< 5 (& H el )P + lentr?)
1 1
< ot (leal + lealrP)

1
¢/ Lasérie Z — est convergente, I'inégalité de BESSEL appliqué & f’ montre que Vp €
n>1

P
N : Z len(F)12 < |I£7]13, la série Z U, (f) cv normalement, donc uniformément
n=—p n>1
sur R, et de la question 9) la série en question converge vers f.

d/ Si f:R — C 2m-périodique, continue, et de classe C' par morceaux sur R, alors la
série de FOURIER de f cv normalement sur R et a pour somme f.
Evidement Le phénomeéne de GIBBS ne peut pas se produire pour cette fonction.
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