MINES-PONTS 2001. Filicre MP. MATHEMATIQUES 1.
Corrigé de JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

I.1. Premiéres propriétés.

a.
b.

c.
d.

Si x est vecteur co-propre (non nul) associé & p et po il vient (u1 — po)x = 0 donc g = pe car © #0.  CQFD.

Si u est valeur co-propre et 2 vecteur co-propre associé, il vient immédiatement (tenant compte de la semi-linéarité)
que € est également valeur co-propre et que e~ */2z est vecteur co-propre associé.  CQFD.

E,, est un espace vectoriel réel mais n’est pas un espace vectoriel complexe.

Il vient immédiatement que la composée de deux applications semi-linéaires est linéaire.

I.2. Matrice associée a une application semi-linéaire.

a.

n
Soit A = (a;;) avec a;; la i composante de u(e;) sur la base B = (ey). Soit z = Y wxey, et y = u(z).
k=1

Il vient y = > Tru(ex) donc y; = Y. Trax. Ainsi |Y = AYJ. CQFD.
k=1 k=1
Soit « quelconque de E et soit y = u(x). Avec des notations claires on a, d’apres a. ci-dessus :
Y =AX et Y =BX'.0OrY = SY’ et X = SX’ donc SY’ = ASX’ = AS X' soit V' = (S‘lAE)Y puisque S

est inversible. Il en résulte que AX’ =0 avec A = B — ST AS et cela pour tout vecteur = donc pour toute colonne
X'. En prenant X’ successivement égal aux vecteurs de la base canonique de C™, il vient que toutes les colonnes

de A sont nulles donc que A est nulle. Ainsi | B = S‘1A§J.

1.3. Exemples.

a.

. 2
Si X est vecteur co-propre (non nul) associé a la valeur co-propre p il vient {E_ 5 % donc {E |l .

a=u =
Or X # 0 donc b # 0 car b = 0 implique a = 0 donc X = 0. Ainsi |u|?> = —1 ce qui est impossible.
La rotation d’angle 7/2 nadmet aucune valeur co-propre.

. Si A est réelle et admet une valeur propre réelle A alors il existe X vecteur réel non nul tel que AX = AX. Or

X = X de sorte que AX = \X.
Si A € R est valeur propre de la matrice réelle A alors elle est également valeur co-propre .

1.4. Valeurs co-propre de A et valeurs propres de AA.

. De AX = ;X on tire immédiatement AAX = |u|?X. CQFD.

. Avec les notations de I’énoncé :

Supposons AX et X liés. Comme X # 0, il existe a € C tel que AX = aX ce qui implique que a est valeur
co-propre de A. D’apres a. ci-dessus AAX = |a|2X. Donc AX = |a|2X et A = |a|? car X # 0. Il en résulte qu’il
existe 6 € R tel que a = vV Ae'?. Comme « est valeur co-propre de A4, il en découle d’apres 1.b. que VA = ae™
est également valeur co-propre .  CQFD.

Supposons désormais AX et X indépendants. Il est naturel de chercher un vecteur co-propre associé & v\ dans le
plan engendré par ces deux vecteurs ce qui revient & chercher un vecteur co-propre de la forme Y = AX + aX.
Or AY = AX + @AX. On constate que o = VA convient. CQFD.

Autre solution dans ce cas : soit u 'application semi-linéaire de matrice A dans la base canonique. On vérifie
facilement que le plan engendré par les deux vecteurs AX et X est stable par u et que la matrice de la restriction

v de u & ce plan dans la base (AX, X) est ( ) Or cette matrice est réelle et admet v/A comme valeur propre

0 1
A0
donc, d’apres 3.b., VX est valeur co-propre de v donc de u.  CQFD.

Il découle immédiatement de a. et de b. que : .
it = 0 est valeur co-propre de A si et seulement si y? est valeur propre de AA.

1.5.Cas d’une matrice triangulaire supérieure.

a.

Soit A triangulaire supérieure de diagonale donc de spectre (A1, g, ..., \,). Classiquement la matrice AA est
triangulaire supérieure de diagonale donc de spectre (|A1]?, [X2|?, ..., |A\n|?). Ainsi si A est valeur propre de A alors
|A|? est valeur propre de AA. D’apres 4. ci-dessus, |A| est valeur co-propre de A, donc A également d’apres 1.b.,
donc encore e’ pour tout réel @ toujours d’aprés 1.b.  CQFD.

. Si p est valeur co-propre de A alors || également d’apres 1.b. donc |u|? est valeur propre de AA donc figure sur la

diagonale. Donc il existe A sur la diagonale de A donc valeur propre de A tel que IAI? = |p|?. Donc il existe 6 € R
tel que A = pe®.  CQFD.
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. D’aprés a. ci-dessus, 1 est bien valeur co-propre de A et, avec les notations de I’énoncé, AX = X <= {

En résumé :
Soit A triangulaire. Si A est valeur propre de A alors \e*? est valeur co-propre de A pour tout réel 6.

Réciproquement si p est valeur co-propre de A il existe 6 € R tel que pue’® soit valeur propre de A.

a=b+c
d=c
E; est un plan de C? identifié & R*.

I1.6. Une caractérisation des valeurs co-propres.

1= p1 +iue (avec up et uso réels) est valeur co-propre de A = B +iC' si et seulement si il existe Z = X +4iY # 0
CX—BYzM2X+H1Y ( )
Supposons p valeur co-propre . Alors |u| aussi d’apres 1.b.. En reportant dans (S) ci-dessus avec u; = |u| et ua =0

(avec X et Y réels) tel que AZ = pZ c’est a dire tel que

il vient que D (ii) = |y (ii) donc |p| est valeur propre de D puisque (ii) est non nul.

Réciproquement supposons que || soit valeur propre de D. Alors (S) implique que || = || +10 est valeur co-propre
de A donc p aussi d’apres 1.b.

w est valeur co-propre de A € M,,(C) si et seulement si || est valeur propre de D € Mg, (R).

I1.1. Une relation d’équivalence.

D’apres 1.2.b. A et B sont en relation si et seulement si elles reperent la méme application semi-linéaire dans deux
bases différentes. Il est alors patent qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence. CQFD.
La relation de co-similitude est une relation d’équivalence.

I1.2. Indépendance des vecteurs co-propres.

D’apres 1.4.a. la famille (Xl, D, Y Xk) est une famille de vecteurs propres de AA associés aux valeurs propres
lp1)?, |pel?, - - |x]? qui sont deux & deux distinctes donc cette famille est libre par le théoréme d’indépendance
linéaires des sous-espaces propres. CQFD.

Il en découle immédiatement d’apres I.4.c. que :

Si la matrice AA admet n valeurs propres M\, \a, ..., \n positives ou nulles et deuz & deux distinctes

alors A est co-diagonalisable en diag (\/E, Vo, ..., \/)\n).

I1.3. Quelques propriétés.

a.

b. Pour toute matrice A, on peut trouver 6 € R tel que —e

Il vient immédiatement que AA = I,,.

—2i9 pe soit pas valeur propre donc tel que A +e~2¥1, soit
inversible donc S(6) aussi. .

Si on suppose en outre que AA = I, alors AS(6) = S(0) d’ou A = S5(0)S ~(0).

En résumé :

AA = I, si et seulement si il existe S € GL,(C) telle que A = S§_1 c’est a dire A co-semblable o I,,.

I1.4. Une condition nécessaire de co-diagonalisibilité.

Notons S71AS = D = diag(A, A2, ..., Ap). Il vient AA=SDDS™L.

Ainsi AA est semblable & DD = diag(|\1|?, [Xa2|?, ..., [An|?) donc est bien diagonalisable avec des valeurs propres
positives ou nulles. En outre le rang de A est égal & celui de D (puisque S est inversible) donc au nombre de \;
non nuls donc encore au rang de DD donc & celui de AA (car semblable).  CQFD.

I1.5. Une condition suffisante de co-diagonalisibilité.

a.

BT = (57145) (S "AS) = 571 AAS = A Or A est réelle. Donc BB = BB = A.
11 vient alors BA = B(BE) = B(FB) = (BE)B = AB. Ainsi A et B commutent.

. Comme la matrice B commutent avec la matrice A, les sous-espaces propres de A sont stables par B. Donc :

La matrice B s’écrit par blocs sous la forme proposée.

. De BB = A on tire par blocs que B;B; = \i1,,.

Si A; > 0 on en déduit par I1.3.b. que %Bi est co-semblable a I,,, donc que B; est co-semblable a \/Xlln

X2

Comme A; > Ao > ... > A > 0l vient que ceci est valable pour i de 1 a k — 1.
Si A > 0 c’est également vrai pour ¢ = k.
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Mais c’est encore vrai pour ¢ = k méme si Ay = 0. En effet dans ce cas il vient rg(AA) = rg(A) =n1+no+---+ng—1
et rg(A) = rg(B) = 1g(B1)+1g(Ba)+- - -+1g(By). Or pour i < k—1, B; est co-semblable & v/A;I,,, donc 1g(B;) = n,.
Comme par hypothese AA et A ont méme rang, il vient que rg(By) = 0 donc que By, = 0 et ainsi By (matrice
nulle) est bien co-semblable VA I, (matrice nulle).

Ainsi B; est co-semblable & \/Xlln pour tout ¢ de 1 a k. Il en découle immédiatement par blocs que B est co-
semblable & la matrice A obtenue & partir de A en remplacant les \; par v/\;.

Or A est co-semblable & B donc & A.  CQFD.

En résumé :

Les trois propriétés constituent une condition nécessaire et suffisante de co-diagonalisibilité.

I1.6. Exemples.

a. Si A est symétrique réelle, elle est (ortho-)semblable & D = diag(\1, Ao, ..., \,) donc AA = A? est semblable & D?
et la condition précédente est clairement satisfaite. CQFD.

Une matrice symétrique réelle est co-diagonalisable.

. . 1 -
Remarque : une matrice hermitienne n’est pas forcément co-diagonalisable. En effet par exemple A = (z Z)
n’est pas co-diagonalisable car est de rang 1 alors que AA = 0.
b. AA = I, donc la condition est clairement satisfaite. A est co-diagonalisable.
= 0
BB =2 ( 1
CC = 0 alors que C est de rang 1. C n’est pas co-diagonalisable.

-1 , . .
0 ) dont les valeurs propres ne sont pas réelles. B n’est pas co-diagonalisable.

DD = I, et la condition est clairement satisfaite. D est co-diagonalisable.

FIN
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