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concours interne 

et concours d’acc&s à l’échelle de remunération 

des professeurs agr&g& 

L’usuge des hdclrlurrices de poche, y  cotnpris prl~~r~ttttttitrhles et ul~tlrluurrtréri~lri</Ires, ci Jittrcliotrtrettrarr uirw 
nonie, tlotl ittiprittiatires, esr uirlorisé pour celle épreuve cottJiwniéineti~ ci lu circirluire tic’ 86-828 dit 28 jirill~~r I%N 

La précision des démonstrahotu et la qualité de lu rédacrion seronl des élémenrs itnporrants d’avm-éciurion. 

Les purries Il, Ill, IV de ce problthne érlrdietrr le grorrpe des hott~~ott~orphistt~e.~ drr cercle Irib(otlottrc;l,ic/Ile lJ 
du plun cottlplexe. L’invuriiltrr (1 tromhre de roluliot~ p d’rrtr Ilottiéottr<~t~tlii.sttie h de U 11 éré dhirrrr~ par 
il. I’oincuré et1 1885; sa définihotl, ses propriérés, Jh I’objer des purries Ill cl IV. AM préuluble, duns lu purrie I 
(relutivemetrr indépendunre des suivunles), otl émdie les Jimcriotts sohrriota dirtre éqrrariotr LIIIX dtJJ&etlces Jitries 
yiri itilcrvicw tiuw-ellettietiI, el du~l.s lu purhe II, ott cotrsid~+-e ilrrc~lqrrcs cxcwiples tl’liittt~éortrctrltlristti~~.s de 11. 

1.a con~l~osi’c dc deux applications ,î et g sera notCc ./o R. Muni dc cetlc loi dc composition interne, 
I’cnscn~l~le Sx des bijections d’un cnscn~l~lc X sur lui-niCmc est un groupe (groupe des pcrmutalions de X). 
Comme dans tout gr&upe multiplicatif, pour k E N* nous noterons p te produit po /‘o . . . 0 p de k éléments 
de Sx égaux à f. et f-” le produit .f ’ 0 f ’ 0 . . . 0 ,/ -’ de k’ éléments égaux à l’application réciproque f- ‘et 
pour k = 0 on pose ,p = Ix élCmcnt nculre du groupe Sx . Tout 6IEmcnt f de S, définit une action du groupe 
H sur X. Pour .u,, E X. on nppcllc orbite dc .Y,, sous l’action dc ,I; la suite des éléments xk = ,?(-Y,,) dc X, où 
k E Z. obtenue en itCrant l’action de j’ ct ccllc de /” ’ . 

Si X est un espace métrique, on appelle homéomorphisme de X, un élément f de S, continu, ainsi que 
l’application réciproque /” . Les homéomorphismes de X constituent un sous-groupe Hx de Si. .Deux élé- 
ments.[, et!? de Hx sont dits conjugués, s’il existe g E Hx tel que fi = g- ’ 0 J, 0 g. 

Dans la suite, nous noterons : 

E 1.~1 îa partie entière d’un nombre réel x (unique entier relatif tel que E[ x] I x < E( x] + 1) ; 

C(J) l’espace vectoriel réel des fonctions continues réelles sur un intervalle J de 88 ; 

W 1x1 Le sous-espace vectoriel de C(W) formé des fonctions polynomiales réelles d’une variable 
réelle ; 

I la translation .r H .Y + I sur FI; 

D l’opérateur aux différences finies f - f o I - p de C(R) dans C(W). 

1. ÉTUDE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION D.f= b 

Soit /T E C(R). On se propose d’étudier Ics solutions~ E C(W) de l’équation aux différences finies : 

(1) I)f = h soit J-or-f-b. 

1. rc. Caractériser Ics éltiments du noyau dc l’application linéaire D. 

h. Supposons donnée une solution p, E C(R) de l’équation (1). Quel est l’ensemble des solutions de I’équa- 
tion (l)? 

c. Excmplc. Quel est l’ensemble des fonctionsf E C(R) telles que : 

J-(x i I ) - f(x) = COS .Y pour XER. 

(On rcninrqucra qu’il existe une solution du type x - 0 sin x + I> cas x.) 

2. ,l>;uis ccttc question, la fonction /> est constante @lc à 1, 

(1. Soit /‘E C (88) une solution de ( I ). Montrer qu’il existe u, f3 E IF! tels que : 

x + * rj .f(x) s x + fi pour XE w. 
Tournez la page S.V.P. 
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h. Montrer C~LIC.~ est uniform&nent continue sur R. 

c. Si .f est de classe C’ , montrer que f est lipschitzienne. et que la constante de Lipschitz k dc f vérifie k-1 1. 

Si k = 1, montrer qu’il existe <x E 02 tel que f(x) = x + a pour x E R. 

3. Dans cette question, on suppose que h E IR [ Xl. 

II. Si f E RlXl vCrifie Df = 0. montrer quef est constante. 

I). Pour k E N. soit P, le polynfimc defini dc la manic’re suivante : 

P,,( ,Y) = I ct I’,(x) = ;; X(.Y - I ) . . . (.Y - k + I ) pour k 2 1 . 

Pour k 2 1, montrer que DP, = P,-, . 

c. Montrer que P,, . P, . . . . . P,, constituent une hase dc l’espace kctoricl rEcl R,,( X] des polyncimes rkls de 
dçgré inf&ieur ou 6p;rl i\ If. 

tf. Pour h E RlXl, montrer que l’équation Df = 11 posskde une solution uniquefE R(Xl telleque : f(O) = (j. 

4. II. Soit J’E C(W) une solution de (1). Pour s E H, posons II = ElxJ ct if = x - II. Montrer que : 
M- I 

f(x) =~(II) + C h(ir + k) pour X’> 1, 
hnll 

I >,I 
f(x) = f(u) - C b(u - k) pour x<O. 

krl 

b. On suppose que h(x) tend vers une limite strictement positive quand x tend vers + Q) . Montrer que 
toute solution j’EC(R) de (1) tend vers + 00 quand .K tend vers + a~ . Formuler et prouver une asscr- 
tion analogue quand x tend vers - 00. 

5. Supposons h à ,valeurs positives sur R +. Supposons que (1) possède une solution f E C(R) bornk sur NV. 

Montrer que toute solution de (1) est bornée sur W, et que l’intégrale 

( I 

I 

00 
b(s) ds est convergente. 

x Il 
On pourra exprimer h(s)ds à l’aide dc la fonction /’ . 

II 1 

6. On suppose que b est d&zroissüntc sur W+ , à valeurs positives sur lR+ cl tcllc que I’intCgrülc 
convergcnlc. I 

Nb(.s)tls soit 
Il 

U. Montrer que toute solutioti /’ E C (R) de ( 1) est hornéc sur W. 

b. On pose /; = - 
c,, b 

0 lh. Montrer que ccttc s&c dc fonctions convcrgc simplcmcnt sur H, que I;I 

fonctibn /; est continue, solution dc ( I ). 

c. Montrer que j; (x) tend vers zéro quand .Y tend vers + cn , et que c’est la sculc solution dc ( 1) a)~i~ilt CC~~L’ 
propriété. 

7. Étude d’un exemple. La fonction trigonombtriquc tan définie sur j-;,;[ admet une fonction rkipro- 

que, notée ici Arc tan. On suppose dans cette question. que b (x) = Arc tan (e-I) pour x’ E R. 

fi. On pose f = - c h 0 t A . Montrer que l’on définit ainsi une fonction 1’ de classe C’ sur R, solution 
&=Il 

de (1): 

b. Pour x E IR,, on pose Q (x) = /‘(x) - 1 x - f( I - x) . Montrer que D+ = 0. 

En déduire que le graphe de f présente une direction asymptotique lorsque .Y tend vers - m , 

c. Calculer la valeur inoyenne 
I 

’ Cp (x) dx de 9. M on rçr que la fonction (p n’est pas constante (on v6rificra t 
Il 

que sa dérivée d’ordre trois 4(j) (0) n’est pas nulle). 

d Préciser le sens de variation de/‘. l?tudierJes hrimchcs infinies ct la forme g~n~ralc de son graphe. 

A SUIVRE 
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Il. EXEMPLES I>‘l-10M~OIL1ORPtlISMt~S DU CERCLE ?‘RIGONOM,É-I’RIQUE 

I>our la ~olmnotlil~ tic t’c;xprcssion, Ic plan (ilflïllC cuclitlicn) muni d’un r+rc orlhonornl~ d’origine 0, 
sçrü idcntifk uvcc Q;. 011 note U Ic ccrclc lri~oi~on~~lri~lt~~. cnscml,lc des poims M cl0nl I’ul’tïxe C E QY il pOlIl 

module un. On m,te H 1~ groupe des homéonlorphismcs clc 1J qui pr6scrvcnt I’oricnt~tian, c’est-ktlirc 1~1s cluc 
k(z) dkrivc U dans Ic sens direct. lorsque z, tlkcrit U d;ms Ic sens direct. Si I CI J sont deux points distincts dc 
U, on notera Il, JI (rcspcctivcmcnt Il, Jj) l’arc du ccrck t t qui rclic I ir J tli,rrs Ic sens tlircct, Iwrncs 1 CI J LWI~I- 
prises (rqxxtivcnlcnt bornes 1 CI J IIOII comprises). 

On note G l’cnscmlilc des timclions g E C’(E) qui sont slriclcmcr,l croisslrnlcs ct vAïcn1 g 0 I = I d g, 

soi1 : 

g(x + 1) = s(s) + I pour .v E R. 

1. Morltrcr que (i CA 1111 sous-g:r~,~~pc 1111 gt-C,II~,L’ II,, ~IL.\ Iic,rii~c,iiiorl~lii~iiics tic Il& 

2. Soit II E H. Choisissons \i, E R tel cluc C’ ‘, 
R(O) = !i, fJt e’i”,cq.” = jf(fzirr) pour .Y E R. 

“y~, = II( 1 ). Montrer qu’il existe g E G unique tek que 

Si on rcmplacc !{, p;ir Ji, + k oii k E 7/. monlrcr que g csl reniplwk par x b-+ g(x) + k. 

3. Soit q E G. Pour z = e?inr E U. on pose /r (z) = <,1’7,q”‘. Montrer que II (c) est hien dkfini (mnlgrC la multi- 
plicitk des choix possil,lcs dc .Y E IF! pr,ilr cxpr-imcr z) ct qric II : z ,--r II(Z) es1 ~l~mcnt dc II. Montrer cluc 
I’;rpplic;nion + qui :I g E Ci wsocic ccl Cli‘mcn~ Ir E H GSI un l~o~11on~or~~hisIIIc tic groupes. Montrer que $ 

est surjectif, et préciser son noyau. 

Dans la suite, on dira que g E G définit h E H lorsque $ (g) = h.. 

4. Soit a E 08. OI fnit ;,gir Z sur II p;rr I;I r(,I;,Iir,n R,, E l l tic ccntrc.0 CI tl’rrrr~lc LJW. 

11. Qucllcs son1 les lonclions g E Ci qni tltilinisscnt R, ? 

I,. Soit M,, E LJ. Supposons qn’/1 cxistc 1, E /. r/ fi 1 distincts ICI~ que (R,,)“(M,,) = (R,,)“(M,,). Montrer 
que a est rationnel. Réciproqucmcnt, si a est r:uionncl. montrer que tout point de U ü une orbite tïnic. 

c. Si a est irrationnel, montrer que tout point M,, dc U :I une orbite (M,), F A partout dcnsc dans U (telle 
que pour tout couple (1. J) de points distincts tic U. l’arc Il. .ll conlicnnc des points dc Ii\ suite ( Mk)). 

S. Etude d’élr5ments particuliers du groupè fl. Noto~ls A I’cnkml,lc des z E 43 tels que 17.1 < 1. Soient A, 13 
deux points du plan. d’affixes II E A. 1, E A. A tout point M dc U d’irftïxc z, on associe le point M’ de U ICI 
que Ics droites (AM) et (BM’) soient p;nrrlltilcs. Ics vecteurs AM ct HM’ étnnt de même sens. On note 
-’ = It,,,,,( F) I’rrtlïxc C~C M’ . 4. 

n. Pour n. 6, c éléments de A, montrer que Ir ,,,, = Ir,..,o II,,, . et illustrer par une figure cette propriété. 

h. Considérons n E A et Ii = 0. Exprimer 2’ = /r,,.,,(z) en fonction dc z. Montrer que Il,,,,, est élkment 
dc H. 

Pour (1. I, E A, montrer que II ,,,,, E Il. 

c Supposons que h = - n E A. Montrer que Ir -,,,,, est définie par 
7, - (1 

Ir -,,.,, (z) = - 
I - z7, 

où CT es1 Iïmagi- 

naire conjupu~ dc II. 

(1. On suppose que (1 E A. h E A sont distincls. On note 1.J Ics points d’intersection dc U avec la droite 
(AR) (Ics points 1. A. 13. J SC pr&znt;,nt tl;~ns ccl ordre sur In droite (AR) oricntCc par a). Soit M,, un 
point de I’illT 1 I . .lI . 

Sur une figure, construire les premiers points . ..M-?. M-, , M,, . M, , M2, . . . de l’orbite de M,, . Montrer 
que M, tend vers une limite lorsque k tend vers i- Q) , ct de m6me lorsque k tend vers - 00. . 

Montrer que dnns le groupe H, I’hom~onlorphisrnc h,,. ,, n’est conjugué d’aucune rotation R,, (où a E W). 

e. Soit A- un point du plrrn affine. d’ntlïxe n E A. A tout point M de U d’affixe z, on associe l’autre point M’ 
tiïntcrsection dc Ii, droite (AM) ZIVLT IJ. <‘r,lculcr I’;,tTixc <:’ = II,,(T) de M’. Montrer que h,, est un élCmcnt 
tic Il. coli,jilgriC ti’UllC lX~lillioll IX,, pour IIllC VillCUr tlC (1 clilc l’on plxkiSCri1. 

Tournez la purge S.V.P. 
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lll. NOhll~Kli 111: l<().l’A’l’l()N l)‘UN ll()~~l~OMOIII’lIlSM~~ l)E U 

011 conserve tOllttX ICS notations dC Ii1 partif II. On considère g E C; Ct /I E H dbfini par g (voir 11.3.). 

1. Soient s,, . .Y, deux rkels. Montrer que la partic cntiiire dc $I(X,) - g”.(.~,,) nC dépCnd pas dC 11 E N. En 

K”(4,) déduire que lim - - 
g”(S,) 
- = 0. 

II - m Il Il 

2. On suppose qu’il existe M,, E U et 111 E NX tels que A”‘( M,,) = M,, . 

Montrer qu’il cuistc .Y,, E Il4 cl /J E Z tels que g”‘(.Y,,) = s,, + /J. Calculer g”“(x,,) pour k E N:t et montrer 

que lim Sh”‘(.~,,) f(.i’,,j 
A-m km 

= E . En dCduirc que - Icnd vers L 
II 

lorsque tl tend vers + 03. On 
I1.l 

pourrA’ 

considérer la partie cntitirc k de -!i 
Ill 

3. Supposons, ai contraire de 2., que pour tout III E N4: I’homComorphisrnc II”! de U ne possède aucun point 
fixe. Soient 11 E N:s et (1 E Na. 

Soit II = E [g”(O) 1. Montrer que x + (I < &‘(.x) < s + II + I pour tout x E R. 

EkkAir alors que .v + krr < g"A(.v) < x + A((/ + 1.1 Iwur ~(XII .Y E R, tout k E N*. 

g”(0) 
Montrer que la suite des rCCls y  , oil II E Ns, tend vers LIIW limite r(g) dans LT&’ lorsque 11 tend vers + a~ . 

g”(x) 
4. (1. Iks trois questions prfc&lcntcs, tlkiuirc C~C pour ~OUI .V E IF! la suite y  , (SI II E N*, utlmct une 

limite: diUlS R, cpc CctlC liniik IlC dCpcnd r>ilS du choix tic S E R. OI1 Ii) IlOtCril r(g). 

II. Montrer que r(g”‘) = rrrr(g) pour 111 G N. 

5. Soit g, E G qui comrnutc ilvcc g (tel que g, 0 g  = g 0 g, ). Soit 111 E Na. 

~1. Montrer qu'on peut choisir 11 E L vtirifiant 11 - I < r~w(g) < I> + I . Montrer qu’il cxistc alors 

k,, E N tel que pour tout cnticr k 1 k,, , 

g;“‘(O) + k(p - 1) < (g, O~)““‘(O) < g:“‘(O) + k(l) + 1). 

En déduire que r(g,, 0 g) = r(g,) + r(g). 

h. S’il existe x,, E R tel que g, (A-,,) 5 g(~,,), montrer que l’on ü r(g,) 5 r(g). 

6. Soit g’ E G un autre t!lémCnt tel qiic +(g’) = h; montrer C~C‘ r(g') - r(g) E E. 

On nota-a r (II) la valeur modula Z ilc r(g), et on I’ill~pCllClX Ic nombre de rotation de Ir E H. 

Soient h, , 11~ deux Cléments de H qui sont conjuguks. Montrer qu’il existe des éléments g,‘, gl de G defi- 

nissant II, , AL Ct g,, E C tels que g! 0 g,, = go 0 6” pour II E N. En dtiduirc qu’il cxistc a E R CI fi E R 

telsqucg~(x) + u 5 @(a, (x)) < g;‘(X) + fi poAr .V E R,ct entïnqw r(/r,) = ).(A?). 

7. 011 fait I’hypothèsc cluc r(g) = 0. 

On suppose 0 < g (0). Montrer que l’on a g”(O) < I pour II E N* (ml pourra raisonner par I’uhsurdc). En 

déduirr: que la suite g”(0) a une limite x,, E !R et qc g(x,,) = x0. 

Si on suppose g (0) < 0, prouver de même que g poss& un point fixe. 

r~Ccil”o~lLicin”llt, si g posskde un point lïxc .Y,, E W, niontrcr qtic r(g) = 0. 

8. (1. Supposons que r(g) soit un rütionncl c où 1' E ,Z ct III E Ne. On pose ](.Y) = ,IJ”‘(.v) - p polIl 

111 

x E R’. Montrer que 1’ possède un point fixe X, E R. 

b. Montrer que h E H possède une orbite finie si ct seulement si r(h) est un rationnel modula Z. 
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Y. Calculer r(h). lorsque h E tl t!St la lY~lilli011 Ii,, Lt’illlglC 3 -II~(I (voir IL-I.), lorscluc /r = lr,,.,, oit 14 E A, 
b G A (voir ll.S.), lorsque II = lr,, OU l( E A (voir 1I.S.c.). 

10. 011 Vü étilhlir muintcnnnt 111X! proprictc dc contirruitc tic l’irl,l~licirtil)n h 

g’ E G, <)II pose rl (g, g’) - sup Ig(r) - .g’(.v)I. 
’ ‘+ /‘(SI Clc 0 tlilI1S R. Pour g E (;, 

OOiSl 

(1. Justifier l’existence du récl d (g, 6’). Soient g,, E G, g:, E G et e > 0. 

Montl-cr qu’il Cxiw y > .() Id ctllc pour g G (i, g E G lil Col~ttitio~j ((1 (,y, g,,) < lI Ct ‘t (,s’,s:,) < ,1) 

implique d (g 0 g’, go 0 g:,) < E. 

Considérons g, E G et soit E > 0. On choisit 9 E N* tel que : 

: C E puis p E Z ICI <ttK! 
p - I P+ 1 - < r(g,) < - 

9 9 

Montrer que x + 17 - 1 < gl( (x) < x + /> + I pour tout x E R. 

Montrer qu’il existe alors â > 0 tel que x + 1) - I + 6 5 gi{ (x) 5 x + p + 1 - 6 pour x E R. 

Montrer qu’il existe q > 0 tel que pour g E G, la condition d(g, g,,) C rl implique d(fl, g$ < 6. En 
déduire alors x + p - 1 < g”(x) < x + p + 1 pour x E R puis : 

p - 1 p + 1 
- I r(g) 5 - cl enfin 

9 9 
Ir(a) - r.(Rll)l CE. 

1~. ~~OMt~OMORPHISMES DONT ‘1-E NOMRRE DE RO-I-ATIONS EST IRRA’I‘IONNfy~ 

On conscrvc les nWrti(~tls Jcs parties II ct Ill. Soit Ir E t\tlont le nombre de rotations (x = r (11) n’appar- 
ticnl pis il Q motlulo 3’. Pour fout z E CJ. IIOUS considkcrons Ics deux suites P (t) = (It” (2)) CI 

0 (L) = (h-“(z)), oil II E N, dont la rcunion constitue I’orhitc dc z. Rappelons qu’on appelle valeur d’adhc- 
rente d’une suite ( c,,),,~ ~ de nombres complcxcs. tout élément dc C qui est limite d’une sous-suite de (L,,): 

1. Soit z,, E U. Considcrons des éléments III. II de N WCC III < II et J = ] tz”‘(z,,), h!‘(z,,)]. 

Montrer que pour k assez grand, les arcs de cercle adjacents J, h”‘- ‘l(J), h*(“‘-“j(J). . . . , hk!“‘- “j(J) recou- 
vrcnt U. 

En déduire que pour tout z, E U, l’intersection de P(z,) avec J est non vide. Montrer de même que I’intcr- 
section de G (z,) avec J est non vide. 

2. Soient :$, et c, deux éléments distincts de U. Montrer que toute valeur d’adhcrence de la suite P(z~,) est aussi 
une valeur d’adhérence de chacune des suites P (z, ) et CI( z, ). 

Montrer de même que toute valeur d’adhérence de la suite Q (z,,) est une valeur d’adhérence de chacune des 
suites P(z,) et Q(z,). 

3. D’après 2.. I’ensemhle X des valeurs d’adhérence de la suite P(z) est le même pour tous les éléments z de U. 
II ne dlpcnd donc que de It E H. 

n. Montrer que X est une partie fermée’de U, invariante par h (telle que h (X) = X). 

h. Montrer que X n’a pas de point isolé, c’est-à-dire que tout point z de X est limite d’une suite de points 
distincts de X. 

c. Montrer que cette partie fermée X de U, invariante par h est minimale dans le sens suivant : si une partie 
fcrméc Y de X est invariimtc pilr If, non vide, alors Y = X. 

4. Si X est distinct dc II, on veut montrer que X n’est nulle part tlcnsc dans U, c’est-kdirc nc conlicnt.aucun 
arc .l = ] T., , ~~1, où r., f  z?, dc [J. 

Suppos0llS au ct~lltrnire ctU’lll1 tel iIrC .l = I?, , Zlj soit c~~nttllu &ins X. 

Soit T,, E U. Montrer qu’il cxistc /rt. Or 5 N ,avcc III f  II tels que l’arc J,, =I h"'( 4,). tP( q,) ] soit contenu 

dans X. En considérant la réunion de J,, , tr”-“‘(J,,), . . . , trk”“““(J,,). montrer que X = U. 

5. Si X est distinct de U, montrer que tr ne peut pas être conjugué de la rotation R,, d’angle 2na. 

FIN 


