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L ’usqge dfas calculatrices dq poche, y compris programmables et alphanumiériques, d fonctionnement auto-
nome, non imprimasiles, est aulorisé pour celte épreuve conforméiment d la circulaire n° 86-828 du 28 juillet 1986.

La précision des démonstrations et la qualité de lu rédaction seront des éléments importants d’appréciation.

Les parties 11, 111, IV de ce probléme étudient le groupe des homéomorphismes du cercle trigonomérrique U
du plan complexe. L'invariant « nombre de rotation » d'un homéomaorphisine h de U a été découvert par
H. Poincaré en 1885, sa définition, ses propriéiés, font l'objet des purties I et 1V. Au préalable, duns la pai e [
(relativement indépendante des suivantes), on étudie les fonctions solutions d'une équation aux différences finies
qui intervient naturellement, et dans lu partie 1, on considere quelques exemples d’homéomorphismes de U.

L.a composée de deux applications [ el g scra notée fo g. Muni de cette loi de compositipn interne,
'ensemble Sy des bijections d'un ensemble X sur lui-méme est un groupe (groupe des permutations ‘dc X).
Comme dans tout groupe multiplicatif, pour kK € Nx nous nol‘cronsj* fe produit fo fo .. 0 f’d'c k éléments
de Sy égaux a f, et f* leproduit f'o f'o .. of' dek éléments égaux a l’apyhganon réciproque f et
pour k = 0 on pose f* = 1y élément ncutre du groupe Sy . Tout élément f de Sy définit une action du groupe
7 sur X. Pour x, € X. on appelle orbite de x, sous F'action dc f, la suite des éléments x, = f*(x,) de X, ou
k € Z. obtenue en itérant I'action de [ ctcellede [~

Si X est un espace métrique, on appelle homéomorphisme de X, un élément f de Sy continu, ainsi que
I'application réciproque f~'. Les homéomorphismes de X constituent un sous-groupe Hy de Sy . .Deux €lé-
ments f, et f,de Hy sontdits conjugués, s'il existe g € Hy telque f, = g 'of,og.

Dans la suite, nous noterons :
E[v] tapartie entiere d'un nombre réel x (unique entier relatif tel que E[x]<x < E[x] + 1);
C(J) lespace vectoriel réel des fonctions continues réelles sur un intervalle J de R;

R[X] Le sous-espace vectoriel de C(R) formé des fonctions polynomiales réelles d'une variable
réelle;

t la translation x = x + | surR;
D I'opérateur aux différences finies f — [ 1 — [ de C(R)dans C(R).

. ETUDE DES SOLUTIONS DE L'EQUATION Df=b
Soit b € C(R). On se propose d"étudier les solutions [ € C(R) de I'équation aux différences finies :
m Df=b soit Jfot—f=Db.
1. a. Caractériser les éléments du noyau de I'application linéaire D.

b. Supposons donnée une solution f; € C(R) de I'équation (1). Quel est I'ensemble des solutions de I'équa-
tion (1)?

¢. Exemple. Quel est 'ensemble des fonctions f € C(R) telles Qlle:
flx + 1) = f{x) = cos x pour XER.

(On remarquera qu'il existe une solution du type x — asinx + b cos x.)

2. Dans cette question, la fonction b cst constante égale a 1.
a. Soit f € C(R) unc solution de (1). Montrer qu'il existe a, B € R tels que:

x+asflx)ysx+ XER.
) ) B pour Tournez la page S.V.P.
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h. Montrer que f est uniformément continue sur R.
¢. Si f est de classe C', montrer que f est lipschitzienne, et que la constante de Lipschitz k de f vérifie k=1

Si k = I, montrer qu'il existe . € R telque f{x) = x + a pourx € R.

3. Dans cette question, on suppose que b € R|X].
a. Sif € R|X] vérifie Df = 0. montrer que [ est constante.

b. Pour k € N, soit P; le polynéme défini de la manicre suivante :
I-

Poix) =1 et Px)= e

xx— .. {x=—k+ 1) pourk=1,

Pour kK 2 1, montrerque DP, = P, _,.

c. Montrer que P,. P, ..., P, constituent une base de I'espace vectoriel réel R,[X] des polynémes réels de
degré inféricur ou égal i n.

d. Pour b € R[X], montrer que I'équation Df = b possede une solution unique f € R[X] telleque: f(0) = O

4. a. Soit f € C(R) une solution de (1). Pour x € R, posons n = Elx] ¢t W= x = n Montrer quc:
n=|
fl)=flu)+ 3 b(u+ k) pour x> 1,

A=0

|k
Jx) = flu) = Y b(u— k) pour x <0.
k=1
b. On suppose que b(x) tend vers une limite strictement positive quand x tend vers + © . Montrer que
toute solution fE€C(R) de (1) tend vers + o quand x tend vers + <, For mulu et prouver une asser-
tion analogue quand x tend vers — <,

5. Supposons b a valeurs positives sur R*. Supposons que (1) possede une solution f &€ C(R) bornée sur R*.

Montrer que toute solution de (1) est bornée sur R, et que Vintégrale f b(s)ds est convergente.
x

On pourra exprimer J. b(s)ds al'aide de la fonction f).

[}]
: w

6. Onsuppose que b est décroissante sur K*, a valeurs positives sur R et telle que Fintégrale I b(s)ds soit
convergente. 0

a. Montrer que toute solution f € C (R) de (1) est bornée sur RY .

)
b. Onpose f; = — 3 bor*. Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur B, que la
k=4

fonctidn f; est continue, solution de (1).
¢. Montrer que f; (x) tend vers zéro quand ¥ tend vers + o et que c'est la seule solution de (1) ayant cette
propriété. . v

g
5 [admet une fonction récipro-

que, notée ici Arc tan. On suppose dans cette question, que b (x) = Arctan(e™*) pour x € R,

. . - e n
7. Etude d’un exemple. La fonction trigonométrique tan définie sur ] -5

‘a. Onpose f = — ib o tk. Montrer que Pon définit ainsi une fonction f de classe C' sur R, solution
de (1). e
b. Pour x € R, on pose ¢ (x) = f(x) — 12‘_ x = f(I ~= x).Montrer que D¢ = 0.
En déduire que le graphe de f présente une direction asymptotique lorsque v tend vers — o,
¢. Calculer la valeur r'noyenneJ- $(x) dx.de . Montrer que la fonction ¢ n'est pas constante (on vérifiera
Y]
que sa dérivée d’ordre trois ¢ ¥ (0) n’est pas nulle).

d. Préciser le sens de variation de f. Etudier Jes branches infinics et la forme générale de son graphe.

A SUIVRE
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. EXEMPLES D’HOMEOMORPHISMLES DU Cl’R(Lb TRIGONOMETRIQUE

Pour la commodité de Pexpression, le plan (alline cuclidien) muni d’un repere orthonormé dhorigine 0,

sera identifié avee €. On note U le cercle trigonométrique, ensemble des points M dont Tatlixe 2 € € a pour

module un. On note H le groupe des homéomorphismes de U qui préservent FPorientation, ¢ ‘est-d-dire tels que

h(z) décrive U dans le sens direct, lorsque z déerit U dans le sens direct. Si 1 et J sont deux points distinets de

U, on notera |1, §] (respectivement |1, Jf) Fare du cerele U qui relie Fa J dans le sens direet, hmnus [et) com-
priscs (respectivement bornes et J non compr iscs).

On note G Pensemble des fonctions g € C (1) qui sont strictement croissantes et veérifient go 1 = 1o g,
$0iL :
g+ 1)=g(x) + 1 pour re€R.

1. Montrer que G est un sous-groupe du groupe Fides homcéomorphismes de i

2. Soit h € H. Choisissons y, € R tel quec ¢ = h(1). Montrer qu'il existe g € G unique telle que
g(0) = y, et ¢4 = Ji(e2**) pour x € R.

Sionremplace v, pary, + k ou k € 7, montrer que g est remplacée par x — g(x) + k.
Al 0

3. Soit g € G.Pour z = ¢*™ € U, on posc hi (z) = 2™, Montrer que /1 (z) est bien défini (malgré la multi-
plicit¢ des choix possibles de x € R poar exprimer z) et que /i 2 z = I(z) est éiément de H. Montrer que
Fapplication ¢ qui & g € G associc cet éicment /i € H est un homomorphisme de groupes. Montrer quce ¢
est surjectif, et préciser son noyau.

Ny

Dans la suite, on dira que g € G définit i € H lorsque ¢ (g) = h.-

4. Soit a € R. On fait agir Z sur U par la rotation R, € H de centre O et dangle 27ta.
a. Quelles sont les fonctions g € G qui délinissent R, ?

h. Soit M, € U. Supposons qu'it existe p € 7. q & 7 distincts tels que (R,)"(M,) = (R,,)7(M,). Montrer
que a est rationnel. Réciprogquement, si a est rationnel, montrer ue tout point de U a unc orbite [inie.

¢. Si a estirrationnel, montrer que tout point M, de U a une orbite (M,),  ; partout dense dans U (tclie
que pour tout couple (1. 1) dc points distincts de U, Farc J1, J] conticnne des points de la suite (M) );

5. Etude d'éléments particuliers du groupd H. Notons A I'ensemble des z € C tels que |z| < 1. Soient A, B
deux points du plan, d'affixes a € A, b € A. A tout point M de : U dafflixe z, on associe le point M" de U tcl
quc les droites (AM) et (BM') soient paralicles. les vecteurs AM et BM' étant de méme sens. On note

= h, (2) Faffixc dc M'.

a. Pour a, b, ¢ éléments de A, montrer que /1, , = h.,0h, . ctillustrer par une figure cette propriété.

b. Considérons a € A et b = 0. Exprimer ' = A, (z) en fonction de z. Montrer que h,, est élément
de H. .

Pour a. b € A, montrer que N, , € H.

z—a . _ .
¢. Supposonsque b = — a € A Montrer que /i, , est définie par I, (2) = - ot a est l'imagi-
- az

naire conjugué de a.

d. On suppose que a € A, b € A sont distincts. On note 1J les points d'intersection de U avec la droite
(AB) (Ics points I, A, B, J sc présentant dans cet ordre sur la droite (AB) orientée par AB). Soit M, un
pointde I'arc JE, J].

Sur une figure, construire les premiers points .M_,, M_,, M‘,. M, . M,, ... de l'orbite dc M, . Montrer
que M, tend vers une limite lorsque & tcnd vers + <, ct de méme lorsque k tend vers — . .

Montrer que dans le groupe H, 'hom¢omorphisme /1, , nest conjugué d'aucune rotation R, (ot @ € R).

e. Soit A un point du plan affine. d'affixe a € A. A tout poinl M de U daffixe z, on associe I'autre point M’
d'intersection de la droite (AM) avee U. Caleuler Faffixe 2" = /1. (z )dc M. Montrer que /1, est un élément
de H, conjugué d'unc rotation R, pour unce valeur de « que Fon précisera,

Tournez la page S.V.P.
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HL. NOMBRE DE ROTATION D'UN HOMEOMORPHISME DE U
On conserve toutes les notations de la partie 1. On considére & € Geth € H défini par g (voir 1L3.).

1. Soicnt x, ‘Cels a partic entier <
U Xy, Xy deux réels. Montrer que la partic entiere de g'(x,) — g"(x,) nc dépend pas de 7 € N. En

déduire que lim gl _ g'v)

n- oo ! n

= 0.

2. Onsuppose quiil existe M, € U et m € Na tels que h"(My) = M,.

Montrer quiil existe ¥, € R et p € Z tels que g”(x,) = x, + p. Calculer g*"(x,) pour k € N+ et montrer

. gk’”(.\' } . . R TR
- que lim —k_“.) = L En déduire que & ()
k-w  km m

. i ‘
tend vers - lorsque 1 tend vers + o . |On pourrd

. . .« n
considérer la partie enticre k de —)
i

- Supposons, au contraire de 2., que pour tout m € N I'homéomorphisme A" de U ne posseéde aucun point
fixe. Soient p € N et ¢ € Na.

98]

Soita = E{g"(0)]. Montrerque x + a < g"(x) < x + « + | pourtout x € R.
Etablir alors que x + ka < gP(x) < x + k(« + [) pourtout ¥ € R, tout k € N.

En déduire que . ) o y
cduire que g (0) _ 12(0) < ] ot I‘_/_-(_(_)_) _ 12./_(.92 < 1 + 1
rq r P r q P q

,oll 1 € N, tend vers une limite r(g) dans R lorsque 1 tend vers + o,

Montrer que la suite des réels

o

. . . . - . X
4. a. Des trois questions précédentes, déduire que pour tout v € Rla suite =, ou n € N, admet unc
n
limite dans R, que cette limite ne dépend pas du choix de v € R. On la notera r(g).

b, Montrer que #(g”) = nir(g) pour m € N,

5. Soitg, € G qui commute u\"ccg (telque g, © g‘= £o g ) Soit m € Nx.
a. Montrer quon peut choisir p € Z vérifiant p — 1 < mr(g) < p + 1. Montrer quiil existe alors
k, € N tel que pour tout enticr kK = K, .
gi™(0) + k(p — 1) < (g og)*"(0) < g(0) + k(p+ 1).
En déduire que r(g, © g) = r(g,) + r(g).

b. S'il existe x, € R tcl que g, (x,) < g(x,), montrer que Fona r(g,) < r(g).

6. Soitg' € G unautre élément tel que ¢(g') = h; montrer que r(g') — r(g) € Z.
On notera r () la valeur modulo Z de r(g), et on Fappellera le nombre de rotation de it € H.
Soicnt K, , h, deux éléments de H qui sont conjugués. Montrer qu'il existe des éléments g 8 de G défi-
nissant ki, h, et g, € Gielsque gio g, = g, ° g pour n & N. En déduire quiilexistca € R ¢t B €R

tels que g (x) + o < g¥ (g, (x)) < g/ (x) + B pour x € R, ctenfinque r(hy) = r(hy).

7. On fait 'hypothese que r(g) = 0.

On suppose 0 < g(0). Montrer que Fona g"(0) < 1 pour n € N« (on pourra raisonner par labsurde). En
déduire que la suite g"(0) a une limite x, € Ret que g(x,) = x,.

Si on suppose g(0) < 0, prouver de méme que g possede un point fixe.
Réciproquement, si g possede un point fixe x, € R, montrer que r(g) = 0.
)
8. a. Supposons que r(g) soit un rationnel £ ou pE Z ct mE Ni. On pose f(x) = g"(x) = p pour
m
x € R. Montrer que [ possede un point fixe x, € R.

b. Montrer que h € H posséde une orbite finie si ct sculement si 7 (/) est un rationnel modulo Z.

A SUIVRE
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9. Caleuler r(h).lorsque h € H est la rotation R, d'angle 2ma
i i : voir H.4.), lorsque 4 = (
b€ A(voirlls),lorsque h=h, ot « € A (vuu 1L L% e.). ( ). lorsque h = h,, ol « €A,
10. ()n va établir maintenant une propricété de u)nlmuuo. det
g E€Gonposcd(gg)= sup |glx) ~ £ ().
0sxs|

a. Justifier Pexistence du réel d (g, g'). Soicnt g, € G, g, € G ete > 0.

application g+~ r(g) de G dans R. Pour g € G,

Montrer il LXIS!C n > 01wl quc powrge (i, g (| iti
' acon Y : g
implique d (go g 8¢ 8 < £ 5 ! ondition (d (g, g,) < Woetd (g, gq) < W)

b. Considérons g, € G et soite > .(). On choisit ¢ € Nk tel que :

p— | + 1
< rig) <L

2
-‘7 <eg puis pE€Z tclque

Montrerquex + p — 1 < gl(x) < x+ p+1 pourtout x € R.
c. Montrerquiilexistealorsd > Otelquex + p -~ 1 + dsgi(x)<x+ p+ 1 -6 pour x€ER.

d. Montrer qu'il existe n > 0 tel que pour g € G, la condition d (g. &) <7 lmphque d(g’, gl) < 6. En
déduirealorsx + p — 1 < g(x) < x + p + 1 pour x € R puis:

p -
<r S
q ’ (g)

etenfin | r(g) — r(g)] <e.

IV. HOMEOMORPHISMES DONT 'LE NOMBRE DE ROTATIONS EST IRRATIONNEL

On conserve les notations des parties [l et HL Soit /i € H dont le nombre de rotations a = r(h) n'appar-
tiet pas & Q modulo Z. Pour tout z € U, nous considérerons les deux suites P (z) = (4"(z)) ct
Q(2) = (h""(2)). ou n € N, dont la réunion constituc T'orbite de z. Rappelons qu'on appelle valcur d'adhé-
rence d'une suite (z,) en de nombrce complexes, tout élément de € qui est limite d’une sous-suite de (z,):

neh
1. Soit z, € U. Considérons dcs éléments m, n deNavecm < net § = [I"(z,)), h'(z)].

Montrer que pour k assez grand, les arcs de cercle adjacents J, A"~ "(J), h¥m="(J), ..., h¥"="(J) recou-
vrent U,

En déduire que pour tout z, € U, l'intersection de P(z,) avec J est non vide. Montrer de méme que l'inter-
section de Q {g,) avec J est non vide.

2. Soient 2, et z, deux éléments distincts de U. Montrer que toute valeur d'adhérence de la suite P(z,) est aussi
une valeur d’'adhérence de chacune des suites P (z,) et Q(z,).
Montrer de méme que toute valeur d'adhérence de la suite Q(z,) est une valeur d’adhérence de chacune des
suites P(z,) et Q(z)).

3. Daapres 2., Fensemble X des valeurs d'adhérence de la suite P(z) est le méme pour tous les éléments z de U.
Hl ne dépend donc que de h € H.
a. Montrer que X est une partie fermée de U, invariante par h (telle que h (X) = X).

b. Montrer que X n'a pas de point isolé, c'est-a-dire que tout point z de X est limite d'une suite de points
distincts de X.

¢. Montrer que cette partie fermée X de U, invariante par /i est minimale dans le sens suivant : si une partie
fermée Y de X est invariante par /1, non vide, alors Y = X.

4. Si X est distinet de U, on veut montrer que X n'est nulle part dense dans U, c'est-i-dire ne umllcnl aucun
arc J=|z,, 2.}, ot g, # z,, de U.
Supposons au contraire qu'un tel arc J = |z, , z,] soit contenu dans X.
Soit 5, € U. Montrer qu'il existe m, n € N avee m # n tels que Fare J, = "(z,), h"(z,)] soit contenu
dans X. En considérant la réunion de J,,, A"""(J,), ..., h*"="(J,), montrerque X =U. .

5. Si X ést distinct de U, montrer que /i ne peut pas étre conjugué de la rotation R, d'angle 2na.

FIN



