Corrigé - Concours Centrale-Supélec 2015
TSI -Mathématiques 2

-b
a
1 AXI?=(AX"AX=X"ATAX or ATA=[a>+b’]1, donc 1 AXI*=(a’+b X1?
Ainsi: Aeé&, o Vv XeM, (R], 1AXI<IXI
s Vv XeM,, [R], Va +b X1 X < 1 XI
Condition nécessaire : L
Aeé&, = pour Xz 0y (R), Va'+b*XIXI<IXI
= Va'+b< 1 car 1X1>0

Ae é,= a’+b’<1 ‘Car Va'+b’> 0 et la fonction carré est croissante sur [0;+0]

LA. Soient A:(Z ) et XeM, (R |

Condition suffisante :
a’+b’< 1 = Va'+b’< 1 car a*+b*> 0 et racine carrée est croissante sur [0+
= Vv XeM, [R], Va'+b*XIXI<IXI car 1Xi>0

ie. a’+b’< 1= Aeé,

" ) . . 2 2
Condition nécessaire et suffisante : Ae &, a™+b"< 1

I.B. Soit A une valeur propre réelle de M et X un vecteur propre associé¢ & A .
I MEXE = e =10 X X

Si Me &, alors I MXi< I X ainsi 'NXIXI<I Xl etcomme I XI>0 ona:
Soit y, le polyndme caractéristique de A :

e X—l 1 )
XJX%H&NXQ—A%%—Jckd3XI 3A)= ‘ 3X-2 -1J
3 27 S0 3X+
L 3X-2 2
=—3X-2 3X-2 -1‘c < C,+C,+C,
3X-2 -2  3X+2
1 1 )
(3X- ‘1 3X-2 -1 J par linéarité par rapporta C,
K S0 3X+
1 2
L 3x- @ 3X-3 1 ‘ Pﬁ“LfIﬂ
27 23 3x+4 (L-Le-Ly
:—( 3X- 2)‘3X_ 3 | par développement selon C,
27 _3 3X+4
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=L 3% 2)(13X- 3](3X+4)43)=——(3X- 2)(9X*+3X- 9

:(X_ 2

(X%FLX-l)
3 3

Soit A= % - 4X1X(-

1):l+4:3—7
9 "9 -

ey LB L3

e 2 1T 5]

2 - 1+v37 -1-v37
splal=| 20T LT

Ainsi

> >

3 6 6

or par croissance de la fonction racine carrée sur [0 ;+oo[ ,
1+v37

- 1-v37,_ 146 _7

L.C. Soient (A ;BJe (é’n)z et 1e[0;1], v XeM, (R,

D'apres l'inégalité triangulaire pour Il ,ona:

(1= ¢)A+rB)Xi=i(1-t)AX+tBXi<i(1-¢)AXI+BX1 (1)
(1= ¢)AXn =11- sin AXil
I tBI =111 BX
t>0 1=t
-0 1-a=1-1
Ainsi, (1) est: {(1- t]A+¢B)Xi< (1- t)i AXi +#1 BXI (1bis)
enfin [n AXI<IXI 400 [(1— th AXi< (1-¢)i Xn car1-¢> 0

1 BXi < 1 Xi t1 BXi< 0 Xil car t> 0

et par sommation (1- £l AXi+¢1 BXi< (1- )i Xu+a Xi =1 X1 (2)
Enfin par transitivité de < , (1bis) et (2) donnent : I{(1- #]A+¢B)Xi< i Xi
Ce qui signifie que‘ (1- t|A+tBe &, ‘

v36<v37 donc 6<v37

Ainsi |

or la norme étant absolument homogene l

de plusici t€[0;1] donc [ ainsi

Ce raisonnement étant valide pour tout z€[0;1],

I.D. Soit M= ( )1 .., alors M'M= (Z my ;my 1)1<t<n
l<}<n k=1 1< j<n
INIMIP=rr M™M=y, 3 ettsm, c=l
N(MJP=or[M'M Zlkzl(mk ) —2 ICH° car v jellsnl, C=| ;" |eM, [R]
J m,
n,J
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On a donc

LE. Soit Me M, (R | telle que N(MJ< 1

'xl
Soit X=|:
X

alors MX=x,C+.. +x, C

I quzz(z QY x,.c,):z Y (x,Cix,C,) par bilinéarité de (.1.)

i=1 i=1 i=1 j=1

or d'apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans M, (R |, v iz jletl;n)?,
(x,Clxc;C )<l x, Cl X1l x, Cl =Ix, x ) XI CJl X1 C I

n

n n 2
Donc 1 MXi’< (Ix,lXIIC,-IIZ 1 J X Cju):(z Ix,lXIIC,-II) €]
j=1 i=1

i=

n

or I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" donne aussi : y' a,b< \/ Y (a,-)2><\/ Y (b,-)2
i=1 i=1 i=1

Donc

n 2 n n
» |x,1><uc,.n) <3 (x]Xy 1C* =1 Xi*x(N(M)<iXi® (2) car N(MJ< 1
i=1

i=1
Par transitivité de < , les inégalités (1) et (2) donnent : I MXI X’
Par croissance de la fonction racine carrée sur [0;+c| , VI MXI < VI X
2_
IMXi>0 o [VIEMXIP=IMXn g o donc Me &,

X0 Vi X2 =1 X
Ce raisonnement étant valide pour tout matrice Me M, (R | telle que N(M)< 1,

i=1

et comme [

ﬂa boule unité fermée de M, (R | est incluse dans &,

1 0

L.F. Soient , X,= 0 ey X, = 0 la base canonique de M, (R |
0 1

Ona: MX;=C, donc IC) =IMXJ<1X)=1

ainsi par croissance de la fonction carré sur [0;+o |, | CJ <1’°=1

Et par sommation : P C,-||2< n d'ou N(M)zs n

i=1
Enfin par croissance de la fonction racine carrée sur [0;+e[, N(M)< vn
Ainsi M appartient a la boule fermée de centre 0,, ,, etderayon vn.
Ce raisonnement étant valide pour toute matrice Me &, ,
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I'ensemble &, estinclus dans la boule fermée de centre 0, ,, et de rayon vn ‘

Pour le cas n=3, d'apres I.B.or N(A)Z%\/6+9+9=%\/2_4=\/%< \/%Z\/?T

‘A appartient a la boule fermée de centre 0y, .| et de rayon v 3 ‘

Ainsi, l'inclusion de &, dans la boule fermée de centre 0y, | et de rayon v 3 est donc
stricte (il n'y a pas égalité des deux ensembles).

L.G. Soit Ae M symétrique réelle, d'apres le théoreme spectral, toutes les valeurs

propres de A sont réelles. Ainsi I.B donne : ‘ Aec & = Sp(A)c|- 1;1] ‘

Réciproquement, le théoréme spectral assure l'existence de Pe 0 (n] et
D=diag(\ ;.. ;7»") telle que A=PDP" alors pour XeM, (R ],

1 AX1°=1 PDP" XI°=(PDP" X' [PDP" X |=X"PD"P"PDP" X

or P'=P" donc 1 AXI’=(DP"X|'(DP" X)=I DP" XII’

M

Ay

Soit Y=P'X=|" | ona: DP'X=DY=| :
Y M Y
Si SplA)c[-1;1] alors v ic(l;n1, (A< 1 donc (AJ(y,['<(y) car (y,]>0

n

donc 1AXI*=Y (n)*(y,)’

i=1

n

et par sommation ¥' (A,*(y,)’< & (v,

i=1 i=1
Clest-a-dire : 1 AXI <Y1’
Enfin 1'Y1°=I P*X1 =(P"X) P"X =X"PP" X=X"X=I X1
Donc I AXI< 1 X1 et par croissance de la fonction racine carrée sur [0;+oo]

WAXI < IXIC et comme :: Qi(”(?)o ona: IAXiI<I X
>

Ce raisonnement étant valide pour tout Xe M, (R |,

3

2

SplA)c[-1:1]= Aeé, .

LH. AT:(BT B)T:BT(BT)T: B"B=A donc A est symétrique réelle ainsi, d'apres le
théoréme spectral Sp(Alc R
Soit Ae Sp(A] et X, un vecteur propre de A associé a A

(XJAX, =X, A X, )= X0
(X,JAX,)=(X,B"BX,)=(X,)'B"BX, =(BX,) BX, =1 BX,I’
I1BX,1°

1,017
donc A>0

. 2
ainsi A= car 1 X,1°2 0
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Ce raisonnement étant valide v Ae Sp(AJ, on a démontré que‘ Sp(A)c [0;+0] ‘

II.A.2) Soit ; le polyndme caractéristique de L

Soit XeM, ,(r ), IBXI'=(BX/'BX=X"B"BX=X"AX

or donc le théoréme spectral assure l'existence de Pe 0 (n) et D=diag (7»1;...

\Jiell;n|=Sp(A] telle que A=PDP"

Dou : 1BX1’=X"PDP"X=(P"X| DP"X
. T N1

Soit Y=P X=|:

yll
De plus 1Yl =1 Xi

ona: IBXI’=Y' DY=Y A(y[
i=1

X 0 -1 X-1 0 -1

wlXl=-1 x o ‘X L X 0| ci-Crep
;) ol 0 -1 X -1 X
0 —1

=(X—1)‘1 X 0‘ X- 1‘0 X 1‘ [LfoLl
- -1 x+1' (Is=Ls L

=(X-1) X par développement selon la premiére colonne
-1 X 1

=(X-1)(X(X+1)+1)=(X- 1)(X>+X+1)

1 0 xL(X)=(X—1)(X+1” B e 0
Si Be & alors en particulier pour Y, = 0 e 3 Y, = O vecteurs de la base canonique 2 2
b ] %, [X] est scindé a racines simples dans ¢ [X]

. I BPY I =4,
de M, [(R]ona: Vv ie[l;n], g donc A<1
! [n BPY < PY, =Y =1

Réciproquement : si V ie[l;n] A< 1 alors pour Xe Mn,l(R | en posant

(yl-)2> 0

R
2

ona ki(y,-)zs (y,-)2 car

n n

Donc par sommation Y ki(yi)zs Y. ( y,-)z Clest-a-dire I BXI <1 YI =1 X

i=1

i=1
Ce raisonnement étant valide v XeM, (R ],ona .

Conclusion: Beé&, = SplAlc]-o;l]
De plus puisque Sp(A)c [0;+], on a aussi :‘ Beé&, = SplA)c

[0;1]

II.A.1) Choix successifs pour o(1), o(2) et o(3) :

(1;2;3]
ou
(1;3;2)
ou
(2:1;3)
ou
(2:3:1)
ou
(3:1;2)
ou
(3:2;1]

Ainsi (o(1);0(2);0(3))

donc L est diagonalisable dans M;(c |

S 1+iV3 - 1-iV3 [ = ”'T]
. — 1. S .
2 72 ] e

SP(L)I[I;

ILA3) L'L= I et det (L 1 par développement selon la premiere colonne

1 —
\1 0\
donc Le s0 (3) ainsi L est la matrice, dans une base orthonormale, d'une rotation

d'angle 0[27| selon un axe dirigé par un vecteur propre associé a la valeur propre 1
(c'est-a-dire un vecteur invariant).
Ainsi en fixant par exemple M comme étant la matrice , dans la méme base

orthonormale, de la rotation d'angle L] [27t] selon le méme axe que précédemment, on
e obtient : Mf so (3]
M'=L

Plus généralement, soit Me M,(R | telle que M’=L
t —yyt) est continue sur R
Rer,[X] tel que %, (X)=X’+R(X) donc |lim yylt|=+e

fo+oo

lim y,,(¢)=- o

to- o
d'apres le théoréme de valeurs intermédiaires ,, (X) admet (au moins) une racine
réelle A .

Soit U, un vecteur propre de M associé a A alors MU,=AU,
Ainsi M’U,=M’(MU, |]=M*(AU,|=AM’U,=AM (MU, |=A*M U, =1"U,
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Donc U, est un vecteur propre de L associé a A’ .
En notant EK(M):Ker(KIn— M) , on vient de démontrer que E,(M)c EA;(MS)

Or la seule valeur propre réelle de L est 1 ainsi A’=1
La fonction cube définie sur R étant injective ona A=1

Donc E,(MJcE (L] or |1* dim(E,M]] 4 E,(M)=E, (L)

dim(E,(L])=1
Recherche des autres valeurs propres de M :
%y (1)=0 donc 3 Q(X)er ,[X] tel que ¥, (X)=(X- 1)Q(X]
Soit we ¢ une racine de Q(X) (le théoréme fondamental de I'algébre assure son
existence).
» Supposons, par l'absurde que w

y

e R alors le raisonnement pour A étant valable
pour W, la seule racine réelle possible pour Q(X) est 1 ainsi 7, (X)=(x-1F.

XM(X) est scindé dans R [X| donc M est trigonalisable dans M, (R | et semblable a
1 * k
01 *
0 0 1
IR 1 * *
Ainsi M? estsemblabled |0 1° * | =|0 1 *| donc Tr(M3):3 ce qui est
o o 1°)) \0 01

absurde car Tr(L)=0
» Donc weR et [ estaussiracine de Q(X) car Q(Xer

On a donc 7y, (X]=(X- 1)[X- u)[X- [
At (X] étant scindé et a racines simples dans € [X], M est diagonalisable dans M, (c|

et ces 3 sous-espaces propres sont de dimension 1
Soient V, et V deux vecteurs propres de M associ€s respectivementa w et It .

AX].

3 [N 3
Alors, comme pour U, , V, estun vecteur propre de M~ associ€é a w” .
2 . 2;

Donc u%[l;elT;ei 3] et E,[M]c Eus(L)
Or dim(ELL3(L)):1 donc E,(M|=E (L]

Supposons par I'absurde que w’=1 alors EM(M):EI(L) , absurde car uz 1 donc les
deux sous-espaces propres sont en somme directe i.e. E,[M|+E,(L|=E, (Mo E, (L]

2n . 2n
3 B
wel|€ ,€
.21 . 2n
3 EEIE S
€€ ,€

Le méme raisonnement appliqué a @ donne [
quitte a échanger u et o .

Ainsi

y

.2m

==

. . . . . 3
Ainsi on peut fixer arbitrairement w'=e °
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On a donc EM(M)c EZT(L)
Or dim(E ,Z%(L)):l donc E,[M|=E . (L]
De méme ona E,(M)=E .[L|
1 0 0
,2n
Ainsi pour Pe GL,(C]| telleque L=P|0 e °* o [P
27
0 e’
100 o o0
Ona M=P|0 u 0|P ' donc M’=P[0 u* 0P
0 0 u 0 0
En multipliant les deux membres de 1'égalité M =L par P"' a gauche et P a droite on
1 0 0 3
2x 0 O
a: [0 e® 0 |50 u O
= R
0 0 e
R |W3:1 =1 ;2 8m 4w
Oor wW=e ’ = 2 = 2nf2x] = M6[69,e9;e"
3arg :TDW] arg (w) == =

,(R ) telles que MSZL‘

Attention : obtenir un nombre fini de solution a une équation matricielle non linéaire
n'est pas une généralité. Ici le fait que les dimensions des sous-espaces propres de L.
soient égales a 1 est crucial. Ce type de résultat n'est pas généralisable. Par exemple, il
existe une infinité de matrices Me M, (R | telles que M’= I, puisque toute rotation

, 21 . . o e e
d'angle S convient quel que soit son axe (et il existe une infinité d'axes).
1 1

1
ILA) —K+—-L=—
) 2 2 2

Donc [K,LJ¢c o (3).

(== \S )

1 1
0 0Ofe0 (3) car deux vecteurs colonnes sont identiques.
1 1

. (f) avec v ic[1;3], fle)=e,,
<o

(3))=( 1]

Si la notation M s1gn1fle MO_ Mat
Alors K=M,, ou (01(

et L=M, ou (02(1);02(2);
Ainsi K'L°=M,,
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K'L’=L"=M_ . et [(0,/(1);(0,](2]510,(3])=(3;1;2) Ce qui prouve que .

KL=M, ,,, et (010 o,(1);0, 02(2);01o02(3)):(1;3;2)

KL2:M0 o €t (01 o(oz)z(l) ;00 (02)2(2);01 0(02]2(3)):(3;2;1) Remarque : l'opération - n'ayant pas de sens dans M, (R | il faut comprendre qu'on
Les 6 permutations constituant S, sont décrites donc on a bien : cherche a démontrer que @[0-0')=@ 01 Xg(0’] cest-a-dire M, ,=M,XM,;,
‘ |K’Lh|re{0; 1),he {0;1;2”=|MOJOGS3} Par 'deflmtlon de M,, M, et M_ .,
v Je I[l nl, MGXMG'(ej):MG(MG’ej):MGec'(jl:ecic’[jll :ecnc’(jJ:MGG’ej
IL.A.5) D'apres les compositions de permutations précédentes on a : Ce qui définitles n colonnes des matrices M XM _. et M_ . donc
01 0}/0 O 1}(1 0 O}fO 1 O}(1 O O}(0O O 1 ‘M =M,XM_,
l— . . . . . -0 o
lM"J 0eS;) L0 0B 0 0B10 1 0kI0 -0 TR0 0 110 10 Bonus : un code Python générant les éléments de P et vérifiant IL.A.5)
0 0o 1,0 10/10O0 1)1 0 0/\0 1 0/\1 0O 1 def 5(n):
Soit (ocl;0(2;0c3;0c;015,(x6 eR’ tel que : 2 Liste_i_uplets=[[]]
010 0 0 1 1 00 010 1 00 0 0 1 000 3 for i in range(l,n+l): #création des i-uplets sans répétition
a1l 0 0]+a,|1 0 Of+os|0 1 O [+to,f0 0 1)+ras|0 O 1)+agl0 1 0]=|0 0 O 4 Nouvelle_liste=[]
0 0 1 010 0 0 1 1 00 010 1 00 0 5 for i_uplet in Liste_i_uplets: # a partir des (i-1)-uplets
as+os o +0,  OL,+0 0 0 O 6 for k in range(l,n+l):
e o +a, oz+0, ou+os|=[0 0 0] & O=-0,=0=- 0;=0=- 0, 7 if k not in i_uplet :
a,+0 O,+ds O +0, 00 0 8 Nouvelle_liste.append(i_uplet+[k])
. 6 9 Liste_i_uplets=Nouvelle_liste
. f R - N[3([R ) 10 return Liste_i_uplets
Soit 1
[0'(5)(5653 Z OLGMO 12 import numpy as np
ceS
. L R . . . 13 def P(n):
Le systeme précédent donne dim (Ker ( f )) =1 (un seul degré de liberté) 1 =[]
Le théoréme du rang appliqué a f donne : dim([R 6): dim(Ker(f)J+rg|f) 15 for permutation in S(n):
Ainsi rg (f):s donc dim(Vect(|MOJ Oe 831)):5 ‘ 16 L.append (np.array([[int (i==permutation[j-1]) for j in range(l,n+l)]for i in range(l,n+1)]))
17 return L
IL.B.1) M,e; estla j-itme colonne de M, donc les colonnes de M, sont des 12 ; )
. ’ . C. M in P(3):
permutations des vecteurs de la base canonique, elles forment ainsi une base 20 * priit ™
orthonormale de M, (R | ainsi M,c0 (n) 2
L., _ _|1sii=o ] 22 Coordonnées=[]
Plus précisément on a MG—(ml.’j)k i<n AVEC MM, j_[Osinon Lj 2 for M in 2():
I<jen 24 Coordonnées.append (1ist (np.reshape(M,9)))

IL.C) Attention : S, n'est pas un espace vectoriel donc les résultats sur les applications ~ 2% Coordonnées=np.transpose (Coordonnées)

.o, . 26  print(np.linalg.matrix_rank (Coordonnées))
linéaires sont hors-sujet.

Soit (0;0')6(53)2 tel que @ 0=@[c’') alors M,=M_, IL.C.1 Puisque P , estun sous-groupe , V keN *, M, )eP
donc v je[l;n], MGeJ:MU,ej Donc [(Mc)klkeN *} cp

Ainsi v je[l;n], e, =e "

Donc, les éléments la base canonique étant différents 222 : v je(l;nl, oljj=o'(]]
Donc o=0'

n

o'l ]l

Et comme P | est fini, H(Mg)klke N *} est ﬁni,‘

Ainsi d'apres le principe des tiroirs (en rangeant n+1 chaussettes dans n tiroirs, au
moins un tiroir contient au moins une paire de chaussettes, autrement dit si
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Card(A)>Card(B) alors f:A- B ne peut pas étre injective) :

3 (k,k')e(n* avec k<k' tel que : (Mg)k:(MQ)k’ (a)

Soit * alors (M,)" « {(Mo)klkeN *}

or M,[*([M,)"- I]=(M, "~ (M, =M, | - (M,[*=0,,, dapres (a)

Et comme (M, e 0 (n), (M,)* est inversible donc : (M,)"- L,=0p s,

Clest-a-dire (M, )"=1,
IIILA. Soit M:(m,- j)lmn eP , alors 3 0eS telque m, j:[l S,i i=alj]
’ 1< j<n ’ Osinon
Soit ie[l;n], > omg=m =1 ety my =my;,;=1 donc Mell,
k=1 k=1

Ce raisonnement étant valide pour tout Me? ,ona:

h

h
IILB. Par définition, H=| ;' |e M, (R )|< . U> =0| =(Vect(U]]' =D"
h h
Ainsi, puisque M, (R | est de dimension finie : ‘ M, (R |=HeD ‘

n n

I3

|

A
ILC.1) Ennotant J=(J, | ..., pour AeR , M:(;
e A A

lsisn:
1< j<n

n n n
MI=\Y m; i ; Y, m,-,k)k,-w ainsi MI=AJ « vie[l;n], Y m =\
k=1 k=1 1< j<n k=1

n

v jell;n], Y m, =\

k=1

n
IM=\Y Joomy i icicn=| Y, M j|ici , @lNSI IM=AJ &
k=1 1< j<n k=1

Ainsi M est magique si et seulement si 3 A=s(M) tel que. MI=JM=A]J

n

1< j<n

II1.C.2) Soient (H,;... ;H

>  n-1

) une base de H.
MUe D

M laisse stables D et H si et seulement si .
v jell;n- l]l,MHjeH

1

Or, on remarque que H= € MM(R W =0y ) =Ker(J)

Ainsi :
M laisse stables DetH « 3 AeR tel que MUZKU
v jell;n-11,JMH ;=0

Or, chaque colonne de I'égalité MJ=AJ est MU=AU , ainsi :

M, (R |

MI=AJ
3leR telque |JMU=AJU

v jell;n-11,JMH ;=0 , =AJH,
Or,d'aprés IILB) De H=M, (R | ainsi, par juxtaposition des bases (U;H,;.. ;H,H)
IMU=AJU IM=nT
v jell;n-11,JMH,;=)MJH,;
MI=AJ
IM=AJ

Ainsi, d'apres IILC.1) : M laisse stables Det H « M est magique

M laisse stables D et H =

forme une base de M, (R | donc [

D'oi : M laisse stablesDetH « 3 AeRr tel que [

HLC.3) 0Oy, ,eI1, car Oy, laisse stables D et H

Soient (M, M’ )e (Hn)2 et aeR ,

Par distributivité, (aM+M'|U=a MU+M'U

MUeD

M'UeD

or D est un sous-espace vectoriel donc aMU+M'Ue D

Donc aM+M' laisse stable D

De méme v jell;n- 1], (OLM+M')Hj:OLMHj+M'Hj or M et M' laissent stable H
MH ;e H
M'H,eH
Donc aM+M' laisse stable H
Conclusion : aM+M'eIl,

Ce raisonnement étant valide v (M,M’)e (Hn)2 et v oeRr ,

or M et M' laissent stable D donc

donc et comme H est un sous-espace vectoriel o MH ;+M"H e H

‘ I1, est un sous-espace Vectoriel.‘

Soient (M,M']e (I1,)*.

Par associativité du produit matriciel ,(MM")U=MM'U)

or M' laisse stable D donc M'Ue D

et comme M laisse stable D, M(M'Ule D

Ainsi MM' laisse stable D.

De méme v je(l;n- 11, (MM'|H,=M(M'H,)c H donc MM laisse stable H
Conclusion : MM'e Il

Ce raisonnement étant valide v (M,M’e(IT,)?,. I, est stable par multiplication

MI=IM=A]J

II.C.4) D'aprés IILC.1) M est magique]

s(M]=x

Soient (M,M’)e (Hn)2 et aeR ,
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(aM+M'|[J=aMJ+M'J=as(M|J+s(M')T=(os(M]+s(M'])J
JaM+M'|J=aIM+IM'=as(M|T+s(M'|J=(a.s(M)+s'(M])J
donc s(aM+M'|=as(M)+s(M’|

Ce raisonnement étant valide v (M, M’|e (Hn)2, .

Par ailleurs :

(MM']T=M(M'J|=M(s(M')T)=s(M')MJ car s(M']eR
=s(M')s(M)|I=5s(M) sl

et J(MM')=(IM|M'=(s(M]J|M'=sM)IM'=5s(M|s(M']J

Donc s(MM'|=s(M|s(M’|

—

III.C.5) Soit M magique et inversible

_ -1 _ -1 _ -1
alors [MJ—S(M)J done | M MJl—s(M)M T ainsi J=s(M]M I
M=s(M)J IMM '=s(M|ITM’ =s(M|IM
L jomy
Ainsi s(MJ# 0 car J= 0, (R donc SUIVI)
= 1\/[_1
S(M)J J
] ] 1
Donc M est magi t siM™')=
onc €St magique € S( ) S(M)

III.D D'apres la formule de changement de base et la caractérisation des matrices

laissant stables des sous-espaces vectoriels en notant P:(U H, H”)e M, (R |
définies par ses vecteurs colonnes on a, d'apres 1I1.C.2)
M est magique si et seulementsi 3 a, eR et 3 (al.,j)zs <.€M, |[R] tels que
2< jsn
a, 0 . 0
M=p| 0 @, Ay |p!
0 an,2 an,n

Ce qui laisse 1+(n- 1) degrés de liberté donc dim(Hn):nz— 2n+2 ‘

IILE Soit HR (k) : « J*eTI, »

Initialisation : J°=1 or 1 J=1J=J1 donc J’eIl, ainsi HR(0) est vraie.
Hérédité : supposons qu'il existe keN tel que HR (k) soit vraie.

J*'=J1" or JeIl, car JJ=JJ=nJ

de plus J'e IT, d'apres HR (k| donc par stabilité de T, pour le produit matriciel,
J*'e T, donc HR|(k+1] est vraie.

Conclusion: v keN,J'e II, .

Soient (a;B;oc;B)e R et Z,,=al +p]J,
Z, ;=a'T+B'J
Za,ﬁxza,ﬁ:(o‘ln"'m)(a'In"'B'J):O‘O"In"'(aﬁ"'aﬁ')“ﬁﬁ'J2
=0coc’I”+(0L[3+0L’B’+B[5’n)Je Vect(In,J)

Ce raisonnement étant valable v (o;p;o’;p ’)e R,

‘ Vect(In, J ) est stable pour le produit matriciel.‘

IILF Soit C,=MeIljv AeIl,,AM=MA] le centre des matrices magiques.
v AelIl , Al =I A donc I eC,
v Aell,, AJ=JA donc JeC,
Démontrons que C, est un sous-espace vectoriel :
Soient (M,M'Je (C,f et acr , v Aell,, (A\M+M'|JA=AMA+M'A
or [MA:AM donc (AM+M']A=AAM+AM'=A(LM+M’|
M'A=AM'
Donc AM+M'eC,
Ce raisonnement étant valide v (M, M')e (C”)2 et v aeR , C, estunsous-espace

vectoriel.

Ainsi n Cn]: Veet[1,3)c C,

Je

Inclusion réciproque :
Soit Me C, alors, en particulier, puisque d'aprés IILA P c1II ,
pour (k;l)ell;n’, ona: P, M=MP,,
olk)=1
Soit o la permutation élémentaire échangeant k et [ i.e. 0(1):k
oli|=i siielk;l|
or P, ;M échange les lignes k et [ de M donc : Pk,,M:(m

G‘jiJ,j)ls i<n
I< j<n

i,o{j])ls isn
I< j<n

et M P, , échange les colonnes k et [ de M donc : MPkJ:(m

o . 2 _
Ainsi v [i;jlell;nl®, My = o (%)

Remarque : ¢ étant une bijection de [1;n] dans luiméme, ona: m; ;=m_., olj)

En comme o estici une permutation €lémentaire ona o =0 donc m; ;=m ,(;

Cette derniere égalité est peut-€tre plus facile a manipuler que (*) mais n'étant pas
nécessaire pour conclure, la suite de la démonstration n'utilise que (*).
» Soit ke[2;n] et o la permutation élémentaire échangeant 1 et k .
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L'égalité (*) pour (i; j)=(1;k) donne : M1 =My (1) donc

Ce raisonnement étant valide v ke[2;n], tous les termes de la diagonale de M sont
égaux.

» Soit (io ; jo)e [1:n]° et 0, la permutation élémentaire échangeant i, et j,,
I'égalité (*) appliquée a2 o, en (i;j):(io;io) donne m

Toliy)sig i, i)

cest-a-dire m; , =m,
Ce raisonnement étant valide v (io; jo)e [1:n1>, M est symétrique.
» Soit (io;jo)e[[l;n]l2 tel que i,<j, alors on note

0, la permutation élémentaire échangeant i, et 1

O, la permutation élémentaire échangeant j, et 2

L'égalité (*) appliquée a o, pour (i;j):(l;jo) donne : my ) ; =m, .
donc m; ,=my ..

et comme j ¢ |1 ,io} ,ona 01(j0):j0 ainsi: m; ;=m, ; (a)

L'égalité (*) appliquée a o, pour (i,j):(l, jo) donne : myg ), =m . ;|

or 1¢|j,;2] donc 0,(1)=1,ainsi m, ,=m, , (b)

Ainsi (a) et (b) donnent | m. . =m

Los Jo

1,2

Ce raisonnement étant valide v (io; jo)e 11;n” tel que i,<j, ,les termes de M situés
strictement au dessus de sa diagonale sont tous égaux.

a p . B
Conclusion : Me B e M, (R iapler?
p .. P «
a p p
Or B . E:BJﬂOL—B)I” donc Me vect(1,,7J)
p .. B a

Ce raisonnement étant valide v Me C, ,on a :‘ C,c vect (I J ) ‘

n’

Conclusion, par double inclusion on a‘ C”:vect(ln;J ) ‘

11 -

s: S 4o
.G M" et s est linéaire ainsi le théoréme du rang assure :

R
s(M]
dim(11,)=dim(Ker (s)|+dim(Im|s))
Or, par exemple, s(I,]=1 donc Im(s)=R ainsi dim(Ker (s)|=dim|(II,|- 1
Ainsi toute droite vectorielle de TT, non incluse dans Ker|(s) est supplémentaire de
Ker(s) dans TT, .

Par exemple, puisque (I, J2 0, Vect(I,Jn Ker(s)=(0, (r )| donc Vect(1,] et Ker|s]
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sont en somme directe.

Puisque 1,eI1, ,ona: Vect(I, o Ker(s)c IT,

De plus dim(Vect(Iﬂ)e Ker(s)): 1+dim(Ker|s))= dim(I1,)
Ainsi‘ Vect(In)ea Ker (s)=T1
Autre méthode pour démontrer 1'inclusion réciproque :

soit Me 1, , en notant M'=M- s(M|I, ona: M=s(M|I +M’
et s(M')=s(M])- S(M)S(In) par linéarité de s car s(M)eR
donc s(M')=0 donc IT c Vect(In)e Ker(s)

n

v iell;nly M,-,]:s(M)
=1

n

III.LH.1) Sommes sur les lignes :

v jell;nl,y M, ;=s(M]

i=1

Sommes sur les colonnes :

Sommes sur les diagonales : et

Z Mkak:S(M) Z Mk,n—k+1:S(M)
k=1 k=1

III.LH.2) Puisque 'ensemble des matrices super-magiques est caractérisé par les solutions
d'un systeme linéaire homogene, c'est un sous-espace vectoriel de M (R |
fo I, - R’
Soit n
M~ (s(M)- Tr(M);sM)- 3 M, . M)
k=1
f estlinéaire car s() et Tr() le sont. De plus Ker( f) est le sous-espace vectoriel
des matrices super magiques et d'apres le théoreme du rang :
dim(11,)=dim (Ker| f ||+ dim(Im( f )|
Dot : dim|Ker | f))=1+n- 1~ dim(Im| f))
Ainsi pour n=3 ona:
f(L)=(1-3:1- 1)=[- 2:0)
f(Pl,B):(l_ I;1- 3):(02‘ 2)
Donc Im(f)=r> et dim(Ker f|=1+4-2=3
11 suffit donc de trouver trois matrices super-magiques formant une famille libre
£1J)=(0;0] donc JeKer| f)
On pourrait sortir deux autres matrices super-magiques du chapeau... mais on peut étre
mathématicien sans étre magicien !
Par exemple, d'apres IILA, P, ,eII, et f (PM):(O;I)

donc par linéarité f(P1,2+%P1,3):(0;1)+%(0;— 2)=(0;0]

pycreach.free.fr



Ainsi V,= est super-magique.

— N O
S =
NN O -

Autre exemple : f(Pm):(O;l) donc f(P2,3+%P1,3) =(0;0)

2 01
Ainsi: |Q 1 2| estsuper-magique.
1 20
Par ailleurs, d'apres II1.C.3), II, est stable pour le produit matriciel donc P, ;P ,eIT,
0 0 1 1
or P,,P,,=[1 0 0| donc f(P,,P,,)=(1;0) donc f(P1,3P1,2+313):(0;0)
010
1 0 2
Ainsi |2 1 0] estsuper-magique.
0 2 1
2 0 1}(1 0 2
Soit F=[J:{0 1 2[;l2 1 0] et (a:f;y)er’ tel que
1 2 0/\0 2 1
2 0 1 (1 0 2 a+2p+y=0 a=0
al+Bl0 1 2|+y|2 1 0|=0y,, alors {g=0 donc {2B+y=0
1 20 0 21 a+p+2y=0 p+2y=0
a=0
ainsi {2B+y=0 L;-L;-2L, d'ou a=f=y=0

-3p=0
Ainsi F est libre et comme dim|Ker [ f))=3, F est une base des matrices super-
magiques.

1 1 1y(-1 1 0 0 1 -1
Autre méthode du chapeau magique : 1 1 1;f1 0 -1[f-1 1
1 1 1 0O -1 1 1 -1 0

est une famille de vecteurs de Ker( f) orthogonale pour (.|.) donc libre.
Puisque dim(Ker (f])=3 cette famille est une base des matrices super-magiques.

IVA. Soit M=(m, ),.,.,? ,

1

alors 3 0eS, telle que

I<isn
I< j<n

v (i, jletl;nl”, m, :[

L]

1sii=ol]]
0 sinon
, m; >0 etdapres ITI.A) M est magique et s(M]=1 donc M est

Ainsi v (i, jlell;nl

bistochastique.

Ce raisonnement étant valide v Me® ,ona:
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. . . . . . 1
IV.B) 1l existe des matrices bistochastiques non inversibles. Par exemple —J est
n

bistochastique et non inversible pour n>1 car rg(J)=1<n

IV.C) Soient (M;M'je &, d'aprés II.C.3) MM 'e I,
D'apres I[I.C.4) s(MM'|=s(M)s(M'|=1x1=1

. ' '
Enfin MM'= Z m,',km k,j|l<isn

k=1 1< j<n

n
m; >0
’

’ ’
alors m; ,m', >0 donc Y m; ,m'; >0
m k,j> 0 k=1

or v [i,j.klell;nl’, [

Donc MM'e &

e
n

Ce raisonnement étant valide v (M M ’)e g%’i ,

l'ensemble 8, est stable pour le produit matriciel.‘

IV.D Par définitionde &, ,ona: & c Il
Comme II, estun sous-espace vectoriel on a donc : ‘ Vect( e%’”)c IT

n

Inclusion réciproque : soit MeII, si Me Vect(J] alors M:s(M)J:s(M)nLJ
n

Or ns(MJeR et Lye 2, donc Me Vect( %,
n
Si M¢e Vect(J) alors on pose mzmin[mi,)(i,j)e[[l,n]lz} et on a ainsi

Les coefficients de M- mJ tous positifs et s(M|>nm donc :

M=M- mI+mJ=(s(M|- mn) (M- mJ)+mnlJ

s(M)— mn n
or II, étantun sous-espace vectoriel ! (M- mJ)e IT,
s(MJ- mn
De plus, s étant linéaire, s( ! (M- mJ)): ! (s(M]- ms(J))=1
S(M)— mn S(M)— mn
Donc (M-mJ|e B,
S(M)— mn

Ainsi Me Vect(,)
Ce raisonnement étant valide v MeIl ,on a‘ ITc Vect( %n) ‘

Conclusion : par double inclusion II,= Vect( %n)

IVE.1) U, est symétrique réelle donc, d'apres le théoreme spectral,

U, est diagonalisable dans M, (R |

pycreach.free.fr



De plus Ua(})ZI(i) donc le Sp(Ua)

Et comme U est trigonalisable : Tr(Ua): Am, ou m, estlordre de
re Sp(U,)

multiplicité de la valeur propre A . Ainsi‘ Sp (Ua): 1;2a- 1] ‘

2 2
IVE2) Uaeo (2) had UaTUa:I2 © (azziil_—c;; (ffl(ClC;2_+ICl)2):IZ
- 2a°- 2a+1=1 - a(a_ 1):0 - ae{O;l}
ala-1)=0

IV.E.3) D'aprés IV.D) vect|%,|=TI,
Détermination d'une base de vect (932) .

Soit Me vect(%z) alors 3 aeRr tel que M:aUa:aa( 11 —11)+a((1) (1))

1 -11(0 1
Donc Me vect((_l | ),(1 0))

Ainsi ce raisonnement étant valide v Me vect(ﬂ;’z ,

a0 1)

1

0 1 1 -1

Lo =U, et (_1 | ):Ul— U, donc
1 -1}.(0 1

vect((_ 1 ),(1 0 )c vect(%z)

vect(%z)zvect((_ll _11) ((1) (1)))

est libre car les deux matrices ne sont pas proportionnelles, c'est

Inclusion réciproque :

Conclusion par double inclusion :

LS

donc une base de vect | %,

IVFE1) V,=(1- 3b|1,+b]
Remarque : V, étant symétrique réelle, V, est diagonalisable dans M,(R | mais pour

connaitre ses Valeurs propres sans calculer les racines du polyndme caractéristique on
utilise dans la suite un résultat sur les matrices de rang 1 et le théoreme spectral devient
inutile.

rg(J)=1 donc dim(KerJ)=2 ainsi Oe Sp(J) et 'ordre de multiplicité de la racine 0
pour y, estsupérieur ou égal a 2 donc 7y, estscindé dans R [X] .

Ainsi J est trigonalisable et en notant A la seconde valeur propre ona Tr(J|=2X0+A
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3
Or Tr(J]=3 donc J est semblable (0
0

OOO

/—\('D\OOO

Ainsi, par diagonalisation simultanée ( I, étant invariante par changement de base) V,
300 1 0
est semblable a : [1- 3b,+6[0 0 0|=|0 1— 0
0 0 0/ \0O 1- 3b
Donc\sp(v =(1;1- 3b]
IVE2) V,e0 (3] = Sp(Vb)c -1;1) = 1-3b=1 ou 1-3b=-
= 3b=0 ou 3b=2 = b=0 ou b:%
2 1
Or —>— donc seule V0 (3]
3 2
a b c a ¢ bila b ¢
IVG.D) |¢ a bleOB3) = |b a clle a b =1,
b ¢ a c b al]\b ¢ a

{a +b+c’=1
ab+ac+cb 0
[a +b* +C =1 car a+b+c/=a’+b*+c*+2ab+2ac+2bc
a+b+c =1
a+b +c' =1
[a+b+c 1 oua+b+c=-1
a’+b*+c*=1 a’+b*+c’=1
a+b+c=1 a+b+c=-1
o ‘ (a;b;c)e(Sn Pl)u (Sn Pz) ‘
ou S est la sphere unité, P :x+y+z=1 et P,ix+ y+z=-1

or d(O x,P) 1X0+1x0+1x0- 11 1_<1 donc Sn P, estlecercle C, de P,

VIP+12+1 v3
centre Q, projeté orthogonal de 0., sur P, etderayon

ou

1_ 2 \/6
1’- 0 ;,P 1-
/ [ el o
X=t
Paramétrage de la droite passant par 0 et orthogonalea P, :D:{y=¢, teR
7=t
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X=t
Ainsi Q,=Dn P, or {Y=! _3t=l=t=1 ainsi Q= i;L;l
=t 3 333
x+y+z=1
De méme Sn P, estle cercle C, de P, centre 92:(— %;— %;— %) et de rayon
V6
3

a’+b’+c’=1
atb+c=1 ®
(a;b;c)el0;1]

IV.G2) Weo (3) = la;b;cleCin0;1]

or v xel0;1], x’<x de méme pour y et z
Ainsi v (x3y;z)e]0310, FP+y +P<x+y+z

a+b*+c*=1 ,
13

Ainsi {g+b+c=1 = (x;y;Z)G{O;li
(a;b;cle0;1T
Or Car({O; 1}3)2 2°=8 ce qui ne fait que 8 triplets 4 envisager.

2 2 2
a+b+c'=1

On obtient rapidement { g+b+c=1 s (a;b;c)e((1;0;0);(0;1;0);(0;0;1])
(a;b;c)e0;1T
o 1 0 0/0 1 O0}(0 O 1
Ainsi  weo (3] = Wello 1 of5lo0 0 15/1 0 0
0 0 1/\1 0 0J\0O 1 O

V.A. L'ensemble P (n) contient n! éléments, P (n] n'est donc pas convexe - Plus

précisément on a par exemple :
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1 1 1
3P1,2+5P1,3=5

oS = O

1
0
0

D'apres ILA4) 0 (n] n'est pas convexe.

Soient (M;M’)e(,%’,,)2 et te[0;1] alors
(1- ¢)M+¢M'eTI, car I, est un sous- espace vectoriel
s{(1-t)M+tM ")=(1-t)s(M)+t s(M')=1- t+1=1
les coefficients de (1- 1) M+tM ' sont positifs car 1- 7> 0 et 7> 0
donc (1-¢t)M+tM'e B,

et v e[0;1],

Ce raisonnement étant valide v (M;M')e (g%’” )2

Les sous-espaces vectoriels sont convexes car [A,B|c Vect (A, B) . Ainsi, d'apres

I.C.3) ‘Hn est convexd

. I eGL (R) .
Enfin GL (R) n'est car, par exemple, | " mais
‘GL, (R | n'est pas convexe p p [_ I <GL (x|
1 1
—I +—(-1]=0,, ¢GL (R
2 n 2( n) M, . n( )
101010011100 111
V.B.1) A:ZO 0 1+Il 0 0+50 1 0] or I+Z+E_1
1 00 010 0 01
10011010 1001100
A=710 1 0f+x[1 0 0+ 0 0 LJ+—|0 1 0f or -+ 4 rt=1
1 00 00 1 010 00 1
Donc la décomposition n'est pas unique.
V.B.2) Soit PeP |
Considérons | (A;B)e #, et r<]0;1[ tel que P=(1-t]A+/B
Ona 1— lG]O;l[
l‘e]O;l[
. - e[0;1]
Etennotant A=(a, .|,... et B=(b. ), . ,ona Vv |i, I[l;n]lz, a”e[ ’
( 1,])1<l<n ( t,])l<z<n ( J)E b E[O,l]

I< j<n I< j<n

donc tous les coefficients de (1- #J/A et tB sont dans l'intervalle [0;1]
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l<i<n ?
1< j<n

En notant PZ(pl.’j) 3 oeS, telque p; ;=0 si iz olj)

Or la somme de deux réels positifs est nulle si et seulement si les deux réels sont nuls.
=0

Donc v (i,j)e[[l;n]lZ,Si i# O(j) alors [ai’f'
i

Et comme (A ; B)e %, , leurs autres coefficients sont nécessairement égaux a 1 :

a,| j'\,jzl
b 1

oljl,j—

Ce raisonnement étant valide v Pe P , toutes les matrices de permutations sont des
points extrémaux de %, .

Remarque : 1'énoncé de cette question donne un indice pour V.A) car elle n'aurait pas de
sens si 48, n'était pas convexe.

(A;Ble %,
V.C) On cherche a<[0;1] tel que tel0,1[{= U, =A=B
U,=(1-7/A+tB
D'aprés V.C) si U, est une matrice de permutations (i.e. a<|0;1]) alors c'est un point
extrémal de %, .

1 0 01

et P, ,#1, donc U, n'est pas un point extrémal dans %, .

Si ae]0;1] alors, en particulier, U, =(1- a)(o 1)+a(1 0):(1— a)Pl,2+aI2

(Pl,z;ln)e (g’)z)2
ae|0;1]

or

Ainsi ‘seules le matrices de permutations sont des points extrémaux dans %, .

12/12

pycreach.free.fr



