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Corrigé

I Premiers pas

1. La question est étrangement formulée : si ( P( S, =i ) ) 1 s est une famille de réels non tous nuls,
<i<

P ( Sy =1 ) en est nécessairement une combinaison linéaire...

Soit £ € N. La famille ( ( Sy =i )) s est un systéme complet d’événement, on peut donc écrire la
1<i<

5
formule des probabilités totales suivantes : P(Sk+1 = 1) = Z P(Sk+1 =185, = i)P(Sk = l').Or:
i=1
e Sialinstant k, leratsetrouve ensalle 1, alors a ’instant & + 1 il se trouve salle 2, 3, 4 ou 5:
P(Sy, 1 =1]S,=1)=0.

e Soiti e [[2, 5 ]] Sial’instant &, lerat se trouve en salle i, alors a I'instant £ + 1 il se trouve avec

équiprobabilité dans I'une des 3 salles communiquant avec celle-ci. En particulier, la probabilité (conditionnelle)

1
qu’il soit a I’instant & + 1 ensalle 1 est: P(Sk+1 =185, = 1) =§,

Onadone P (S, ., =1) =§ i P(S, =1i)
i=2

2. On obtient par un raisonnement analogue, pour tout £k € N

1

P(Sk+1=2)=ZP(Sk=1)+%P(Sk=3)+%P(Sk_5)
P(Spi=3)=7P(Sc=1)+3P(5c=2) + S P(5, = 4)
P(Sk+1=4)=%P(Sk=1)+%P(Sk=3)+%P(Sk=5)
P(Spor=5) =7 P(Se=1)+3P(Sc=2)+SP(Sc = 4).
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3. On constate que la somme des coefficients de chaque colonne de B vaut 1. Donc, la somme des coefficients de

chaque ligne de B vaut 1, ce qui assure que ' B : 1 est valeur propre de * B, et le vecteur (non

,_‘,_‘,_‘,_‘,_‘
Il
—_ e = e e

nul) est un vecteur propre associe.

S Sy VG W

4. D’apres la question 2. et par récurrence immédiate, on a pour tout k € N, X , = B x 0-
Or le calcul montre que B X ; = X ;. On en déduit que pour tout k € N, X, = X :les variables aléatoires

S, ont toutes la méme loi.

S. Les variables aléatoires S, et S ne sont pas indépendantes, car par exemple P ( S, = 1) = % (d’apres 4.)

alorsque P(S, =1|S, =1)=0 (dapres 1.)
1

IT Convergence dans M, | (R)

6. Le vecteur x appartenant a Ker(u — IE),ilvériﬁe u(x)=x,doupourtout £ € N, u' (x)=x.
=

11 en résulte que pour tout k € N*, r, (x) = > x =x,d’01‘1biensﬁrk lim r;(x)=x.
/=0 — + ©

7. Ici, x appartient a Im(u - I ), il existe donc y € E tel que x = u(y) — y. Alors, pour tout / € N,

u'(x)=u"""(y)-u"(y),doncpourtout k e N*, r(x) =

:Z;;(uz”(y) —u”(y)),puis

x| =

par télescopage, ( X ) = ( ut ( y ) -y ) On en déduit par inégalité triangulaire que

1
k

Hrk (x)” < %(Huk (y)” + ||y||).Orparhypothése,pourtout zeE: ||u(z)|| < | ||, donc pour tout %,

2 ||y|| ,etainsi lim “ ri (x) H = 0 : autrement dit,

Huk(z)uS”z".Parsuite, i , m

Ty (x)“ <

k1—1>HJlroork(x) ZOE'



8. Le théoréme du rang donne déja dim(Ker(u -1 )) + dim(Im(u -1y )) = dim ( £ ). D’autre part,

10.

soit x € Ker ( u-—1g ) N Im ( u—1g, ) ; alors, d’apres les deux questions précédentes, on a a la fois

lim r,(x)=xet lim r,(x)=0,doncx =0 ,parconséquent
k — +o k — +ow

Ker(u - IE) N Im(u —IE) = {OE} : Ker(u - IE) et Im(u - IE) sont supplémentaires dans E .

D’apres le résultat de la question précédente, on peut écrire (de maniere unique) le vecteur x sous la forme

X=Xxg + Xx;,avec X g eKer(u—IE)eth eIm(u—IE).AlorspourtoutkeN*,

rk(x)=rk(xK)+rk(xl).D’apréslesquestions 6. et 7., klinl rk(xK)zxK et
St

lim rk(xl)zoE,onendéduitque lim r;(x)=xg.
k— +o D o

Par définition, p (x) = X g estla projectionde x sur Ker ( u-—-1yg ) parallélement a Im ( u-—1Ig ) :
I’application p: x > p ( x) est donc le projecteur de E ayant pour image Ker ( u-—1g ) et pour noyau

Im(u—IE).

Considérons ’endomorphisme u: X > A X de M, (R) canoniquement associ¢ a 4 . Alors, avec les

notations données en début de cette partie II., ona R, = r,. Parailleurs, I’hypothése

VXeM, (R),

AX || < || X || est vérifiée. Il en résulte que

Ker(A —In) ® Irn(A —[n)zf]l/ln,l(R),etquepourtoutX eM, (R), lim R, X=p(X),

k> +w®
ou p estle projecteur de M, | (R) d’image Ker(A -1, ) et de noyau Im(A -1, )

0

Considérons la base canonique (El, o B, ) = N 0 de M, (R), et P la matrice de p dans

0

cette base. Alors pour tout j € [1, 7] H lim R, E; = p(E ) = PE ;,d’ou pour tout i € [1,n],

- +© J

lim ( R, ) = P, ;. Endimension finie, la convergence coordonnée par coordonnée équivaut a la
k> +mo i, Jj ’

convergence, en déduit que lim R, = P ; et, P étant une matrice de projecteur, on a bien P 2=p.
k> +o



IIT Matrices stochastiques

n
Z a,

J=1

a~
11. Soit A e M, (R).Ona AU = 4| .| = 12:11 /| Lamatrice 4 vérifie la condition (4) siet seulement

n
Z“n,j
j=1

si:Viel[l,n]: Z a,; ; =1,doncsietseulementsi 4U = U .
i=1

12. Soient A, B € £. A et B ¢étant a coefficients positifs, la matrice produit 4 B 1’est aussi. D’autre part,
( AB ) U=4 ( BU ) = AU = U, donc, d’aprés la question précédente, 4 B vérifie la condition ( 4 )

Ainsi A B appartienta & , et £ est stable pour le produit matriciel.

13. SOlt(Ap)peN = ((ai’j(p))léi,an)peN une suite convergente d’éléments de & , et soit

A= ( a; ; ) sa limite. Pour tout p € N, A4  est a coefficients positifs, et pour tout ( i, J ) € [[1, n]] ,
’ 1<i,j<n p

a;, ;= lim a, ;(p),donc 4 esta coefficients positifs. D’autre part, pour tout p € N, 4 ,U = U .

p > +®

R)—> M, (R)

est continue (car linéaire en dimension finie), on a donc par passage a la
M —>MU

- ( M, (
L’application

limite, AU = U, et A vérifie la condition ( 4 ) Il en résulte que 4 appartienta & , et que & est un fermé
de M, (R).

Soient A4, B deux éléments de &£ , et soitunréel A € [0,1] ;posons C = A A4 + (1 —A)B. 4 et B sonta
coefficients positifs et A ,1 — A sont positifs, donc C est a coefficients positifs.

CU=MAU + (1 - k)BU =AU + (1 - X)U = U, donc C vérifie la condition (4).Lamatrice C

appartienta & , et & est convexe.

X1 Y1
14. SoitAz(al.,j) e &, cetsoit X =| i |eM, (R),posons 4X =Y =| i |.Ona:

1<i,j<n
X, Yo

Vie[[l,n]]:‘yi‘z

n
Z ai ;X
j=1

n n
<3 aulx) <[ 3 an, |- 1x]
= al,]‘xj‘ —( al,jj nllain‘x,‘ X o>
; <

done Y|, <[x]. .



15.

16.

17.

18.

19.

Posons 47 = B = (b o . & étant stable par produit matriciel, la matrice B est stochastique. Il en

l’j)lﬁi,an
résulte que BU = U, d’ou dim ( Ker (B -1, )) > 1. D’autre part, considérons, comme nous y invite I’énoncé,

X1
un élément X =| : |de Ker(B—In),etunindicese[[l,n]]telque x, = max x,.La s—iéme
1<
x

n

n
ligne de I’égalit¢é B X = X s’écrit Z b ;x; =x,.0rpuisqueles b ; sont strictement positifs :
=1

J J
J

n

n
Db, ;x; < Y by x,,avec égalité si et seulement si pour tout j € [1,n], x ; = x . Comme B est
j=1 j=1

N

n n
stochastique,ona{ Z bs,jjxs = x,et’on conclut : Z by ;x; =x,mposeV je [1,n], X;=x
j=1 j=1

1
Alors, X = x| : eVect(U).Finalement,Ker(B—In)zVect(U),etdirn(Ker(B—In))zl.
1

La matrice 4 étant stochastique, AU = U, donc Vect (U ) < Ker ( A-1, ) Réciproquement, soit
X e Ker(A - In).Alors AX = X,do0 A? X = X,et X e Ker(B —In) =Vect(U).

On a donc I’égalité Ker ( A-1, ) = Vect (U ).

& étant stable par produit matriciel : V ¢ € N, 4 " est stochastique. D’autre part, puisque & est convexe, pour

tout k € N*,pourtout(MO,...,Mk_l) e&’ etpourtout(ko,...,kk_l) € (R+)k tel que

k-1 k
Z A, =1, la matrice Z A, M , appartient a £ . En appliquant ceci avec A , = % et M, = A" onen
=0 =1

k-1
déduit que R, = 7 Z A" est une matrice stochastique.
=0

D’aprés la question 14.:V X e M, | (R),

AX || < || X || . On peut des lors utiliser le résultat de la
question 10., et ’on en déduit que la suite (R k ) , o+ converge vers une matrice P (vérifiant P2 = P).
S

La matrice P est stochastique, comme limite d’éléments du fermé & . Elle de rang 1, car (toujours d’apreés la

question 10.), P est la matrice dans la base canonique de la projection de M, ( R ) sur

Ker(A - In) = Vect (U ), parallélement a Im(A - In).

D’aprés la question précédente, P est derang 1 ses lignes sont donc colinéaires. Elles sont de plus stochastiques,

car P D’est; colinéaires et ayant toutes la somme de leurs coefficients égalea 1, elles sont donc égales. Cela



20.

21.

22.

revient a direque P = U L, ou L estla premiére ligne de P, et, d’apres ce qui précede, L est bien a coefficients
positifs, et stochastique.
1

* k Y} k+1
OPourtoutkeN,RkAz—z 40 =
k /=, k

1 .
Ry, — P I, . Par passage a la limite lorsque k& tend

vers +o,onendéduit: P4 = P.

e Onadonc U L A =U L, etlapremicre ligne de cette égalité¢ donne : L 4 = L. Remarquons que cela revient
adireque ‘4 'L = "L, cest-a-direque ' L € Ker(‘A -1, )

Réciproquement, soit K une matrice stochastique vérifiant K 4 = K . Alors ona aussi ' K e Ker ( "4-1, )
Or on sait que Ker ( 4-1, ) est de dimension 1, il en est donc de méme pour Ker ( "4-1, ) Par suite,

Ker ( "4-1, ) = Vect ( "L ), etil existe L € R tel que K = A L. Comme la somme des coefficients de K

est égale a la somme des coefficients de L, A =1, et K = L. Finalement, L est la seule matrice ligne

stochastique vérifiant L 4 = L.

Soit p e N" telque 4” = B = (b ) soit a coefficients strictement positifs. L’égalité L 4 = L

[’j
entraine L B = L, soit, en notant L =(k1,...,kn) 1V je[[l,n]],kj = Z kibi,j.Les A ; sont positifs
i=1

et non tous nuls, les b,  sont strictement positifs ; on en déduit que A ; est strictement positif : les coefficients

J
de L sont tous strictement positifs.

Notons a nouveau u I’endomorphisme de M , ( R) canoniquement associé a A . D’aprés les questions 8.

et 16. , on peut compléter (U ), base de Ker(A -1, ), en une base B = (U, ViV, ) de M, (R),

avec (V1 s Vi 1 ) base de Im ( A-1, ) Comme U est vecteur propre de 4 pour la valeur propre 1, et

1 0
comme Im ( 4-1, ) est stable par u , la matrice de u dans la base B est M = {(0) (N)J, ou

NeM, _, (R) est la matrice de I’endomorphisme v induit par u# sur Im ( 4-1, ), dans la base

(V1 s Vi 1 ) de cet espace.

Alors (en développant par rapport a la premiere ligne), ¥ , =%, = X u» = (X — l)x N

Supposons que 1 ne soit pas valeur propre simple de 4 . Dans ce cas, 1 est racine de 7 , , donc valeur propre
de v. Par suite, il existe X € Im ( A-1, ) non nul et tel que (A -1, )X = 0, autrement dit

Im ( A-1, ) N Ker ( A-1, ) # {0} . Ceci est absurde d’apres la question 8., et I’on en conclut que 1 est

valeur propre simple de A4 .



IV Application au labyrinthe

23. Lamatrice 4 = ' B est stochastique (ses coefficients sont positifs, et I’on a remarqué en question 3. que la
somme des coefficients de chacune de ses lignes vaut 1 ). Puisque 1’on admet que A4 2 est a coefficients

, convergevers P = U L,ou L est

strictement positifs, on peut appliquer ce qui précéde : la suite ( R, ) P
S

’unique matrice ligne stochastique vérifiant L A = L,ie. B'L = ' L. Or on a constaté en question 4. que
q g q q q

1 1
4 4
3 3
16 16
3 3 . . 1 3 3 3 3 . SR t t
B| = | =| = |.Lamatriceligne L =| — — — — — | eststochastique et vérifie B * L = * L, donc
16 16 4 16 16 16 16
3 3
16 16
3 3
16 16
4 3 3 33
. 4 3 3 33
lim(Rk) =UL,soit: P=—|4 3 3 3 3
keN 16
4 3 3 33
4 3 3 33

24. Laloide S (resp. S ) est enticrement caractérisée par le vecteur X , (resp X |), et ’on sait que
X, = B X.Direque §, suit laméme loi que S revient donc a dire que X , = B X, ou encore que la

matrice ligne K = ' X, vérifie K A = K. Or K est stochastique, et I’on a prouvé en 20. 1’unicité d’une
g 0 q p

solution stochastique de I’équation K 4 = K. On en conclut que § | suit la méme loi que S, si et seulement si

K=1L,ie X, = . Lorsque cette condition est vérifiée, B X , = X ,, d’ou pour tout k € N,

;‘m a‘m a‘m ;‘m A|—

. =B" X, = X, etles variables aléatoires S, suivent toutes la méme loi. Finalement, les S , suivent

toutes la méme loi si et seulement si S, suit la loi caractérisée par le vecteur X , =

;‘m a‘m a‘m ;‘m N



