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1 Exerice 2

On définit la fonction [ : (zy) — 22 — 2zy + 2% + e sur R
Q.6 On considere la fonction définie sur R par : g(z) =e ™ —z , ¢'(z) = —e ¥ —1<0
g est strictement décroissante , continue sur R avec :

Jim o) =400 lim o) = —o0

g réalise donc une bijection de R vers R , elle s’annule donc une et une seule fois :

dlaeR : e“%=a
Q.7 f est de classe C* :

of of

—=2r—2y—¢e* ; —=-2r+4

5y~ 2t 2y —e 9 r + 4y

Pour trouver les points critiques , il faut résoudre le systeme :

0 0
—f:2x—2y—e_z:0 ; —f:—2x+4y:0
ox y

xT

ol a est I'unique solution de I’équation e ™ = .

Q.8 On note A = (a, §) , la matrice Hessienne de f en ce point est :

2 2
H.— r s\ %(aa%) %(aa%) . 24e* =2
T ) \Ghey) Hes) L 2
rt—s* =det(Hy) =4(e*+1)>0 , 7>0

f admet donc un extremum local en A | il s’agit d’'un minimum.

2 Probléme

Dans tout le probleme , o €]0, 1[. On pose :

1 po—l +oo po—1
[(a):/ S : J(()a):/1 —

0o 1+=x 14+«

Partie I-Calcul d’une intégrale a ’aide d’une série.




Q.9

Q.10
Q.11

Q.12

Q.13
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. a—1 . . . . , .
La fonction z —— % est continue positive sur 10, 1] , au voisinage de 0 , on a I’équivalence :
-1
x® a1 1
~o X =1 - 0
1+x The
. . 4 a—1 .
Comme 1 —a < 1, la fonction x — —= est intégrable sur ]0,1] , donc z 5o est aussi

intégrable sur |0, 1].
Au voisinage de +00 , on a 1’équivalence :

~1
x® 1
~ >0
+ -
142 7 g2
. . , . . xafl
Comme 2 — a > 1 ,et par comparaison avec une intégrale de Riemann , la fonction x +—— % e

est intégrable sur [1, +o0]

On pose le changement de variable z = % et on trouve le résultat .

On rappelle le développement en série entiere usuel :

1 =
=> (=1)"a" r€el—1,1]
1 +x n=0
On a donc le résultat :
mafl +oo N L
- (_1>nxn o y X 6]07 1[
1+ o

On remarque que :

VneN ,  lim fu(x) = b, = (1)

Comme la série Z b, diverge, d’apres le théoreme d’interversion somme limite , la série Z fnne

n>0 n>0
converge pas uniformément sur |0, 1[.
Soit z €]0, 1] :
.’L‘a_l(l _ (_l.)n+1) ma—l 2

La suite (S,,), converge simplement sur ]0, 1] , sa limite est continue , et dominée par ¢ qui est
intégrable sur |0, 1[ , d’apres le théoreme de la convergence dominée , on peut écrire :

1 po—l 1 1
I(a) = / T = / lim S,(z)dr = lim Sn(x)dx
o 1+=x 0 n—r+oo n—s+o0 Jq
= lim zn: /1(—1)kxk+o‘_1da€ = io (-1)f
n—>—+00 =0 0 k=0 k + «
D’apres la question (.10 , on a
I1-a)=J(a)
On peut donc écrire :
4o :L,a—l +o00 (_1)k +o00 (_1)k
de =1 J(a)=1 I(1—a)= — —_—
[t =@+ @) = Ha) + 10 —a) = 3=l S
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—+00

_ ];iz (_1)k + Z (_1)]671

S kt+ta [ k-«

:1+§[(—1)k (=)

a TItkt+a k—a]

IERRICIEY

2 _ |2
a et —k

Q.14 En admettant la formule :

cos(az) = sin(ma) (1 N Jio (—1)"2a« cos(nx)) V1 eR

- 2 _ 2
T a a n

On prend z =0, et on trouve :

. —+o00 _ n —+00 a—1
- sin(ma) <1 s (—1) 2a> . / e T
T a 0

= a?—n? 1+ sin(ma)

Partie II Lien avec la fonction Gamma

Q.15 Soit x €]0, +oo] , ¢+ t*" et est continue , positive sur ]0, +o0] :
(a) Au voisinage de 0 :

1
tl—:c

tI—le—t

~0
Comme 1 —x < 1, par comparaison avec une intégrale de Riemann, on obtient 'intégra-
bilité de la fonction ¢ — t*~te~* sur 0,1].
(b) Sur [1,+o0] :
1
: x+1 _—t x—1_—t __ s
A e =0= 1" = 0l33)
On obtient encore une fois I'intégrabilité sur [1, 4+o00].

Q.16 1l s’agit d'une intégrale dépendant d’un parametre :

(a) Pour t €]0, +o0] , z —> tallf;zt est continue sur [0, +o00].

(b) Pour z € [0, +o0[ , t —> taalf;Zt est continue par morceaux sur |0, +o00].

(¢) Hypothese de domination (globale) :

a—1

Vxe|0,+oo| , Vte]o,+oo]
+t

taflefx

T

t t
<

1

(d) La fonction dominatrice est intégrable.

D’apres le théoreme de continuité des intégrales dépendants d’un parametre , f, est bien définie
et continue sur [0, +ool.

Q.17 On pose :

o0 a—1,—xt
fa(£13) = /0+ g(a:,t)dt , g(xﬂf) — tie
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—xt

% (z,t) = — e (z,t) € [0, +00[x]0, +o0].

)

b) Pour tout x €]0,4+o00[ , t — %(m, t) est continue par morceaux sur |0, +00].
)
)

w
Pour tout t €]0, +oo[ , x — %(z, t) est continue sur |0, +o00].
Soit [a, b] C]0,4o0] :
dg ap—at
o 1+t
La fonction dominatrice est intégrable , d’apres le théoreme de dérivation sous le signe
intégrale , f, est de classe C* sur |0, +oo[ é, et on a :

(w,1)] < Vaelab , Vtelo,+oo

, +oo dg +oo pare—l
(@) _/0 %(x,t)dt——/o Sl el oo

Q.18 Pour trouver la limite , on va appliquer le théoreme de la convergence dominée .
Soit (z,,), une suite d’éléments de ]0, +oo[ qui converge vers +0oo .

On pose hy(t) = ta_llc% t €]0, +o0]

@) folwn) = [ a0y
(b) La suite (h,), converge simplement vers la fonction nulle sur |0, +oo[.
(¢) Hypothese de domination :

a1

141

hat)] < neN , tel,+oof

La fonction dominatrice est intégrable sur |0, +o0].
On peut conclure d’apres TCD :
+oo +oo
lim  fu(an) = / ho(1)dt = / (Tim h(t))di =0
0 0

r—>—+00

Et ceci, pour toute suite (x,), d’éléments de ]0, +-00[ qui converge vers +oo , la limite est donc
0 en +oo.
Q.19 La fonction t — et—;t = 1%t = t(=)~1e=t est intégrable sur |0, +oo[ , il suffit de prendre
x =1 — « et appliquer la question ).15.
+oo ot
lim S_at=0

z—r+00 Jo t

car c’est le reste d'une intégrale convergente .

Partie IIT Vers la formule des compléments

400 toz—le—xt , 400 toze—xt
20 f, :/ Yl a :—/ dt
QA Lol = | fol) 0o 141
, +oo (¥ toc—l —xt 400
— fa(l'>—fa(l‘) :/ ( + )e :/ ta—le—l‘tdt
0 I+t 0

En posant le changement de variable u = tx , on trouve le résultat
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Q.22

Q.23
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On vérifie facilement I'équation différentielle pour g,.
La fonction h = g, — fa est solution de 1’équation homogene : 4y —y = 0 , il existe donc A € R :

ga(x) — folz) = Ae® x €0, +o0f

Comme les limites de g, et f, sont nulles en 400 , la constante A = 0,on a donc 1’égalité.

On vient de démontrer que :
Ja(x) = fo(x) x €0, +o0o[

Comme f, est continue en 0 d’apres la question .16 , et g, admet une limite en 0 (intégrabi-
lité) , on peut prolonger I’égalité au point 0 , et on a le résultat .
+oo gl s

Dlapros 1 t .14;/ dx — .
apres la question @ A P e (7o)

En utilisant la question précédente , on trouve :

a ) [ = r(a) [T et = T(a)r(1
Sin(ﬂ'Oé)_/o 120 <a)/0 I <0‘)/0 € =(a)I'(1 — o)

Si on prend « = % €]0, 1] , en appliquant la question précédente :

D’autre part :
1 +oo gt

rG=[

En posant le changement de variable x = v/t :

1 +oo +oo
I'(5) = 2/ e de — / e do = i
2 0 0 2
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