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Introduction d’une fonction auxiliaire

I.A Dérivées successives

1. Les fonctions z — sinz + 1 et x + cosz sont de classe C* sur I et la fonction cosinus ne s’annule pas
sur I donc la fonction f est bien définie et de classe C* sur 1.

Soit & € 1. On a f/(r) = 2eosrtipslinatl) _ sinast | g1 (y) —

2. Montrons par récurrence sur n € N qu'il existe P, € R[X] tel que f(z) = % pour tout
x € I. Pour n = 0, le polynéme Py = X + 1 convient. Supposons le résultat vrai pour un certain

n € N. Par hypothése de récurrence, f(™ (x) = (i)"s(i% pour tout z € I. Donc f( est dérivable

de dérivée - f(n),(lt) _ cos 2P/ (sin x)(cos )14 (n+1)(cos x)™ sin z Py, (sin ) _ (1—sin? x) P/, (sin )4 (n+1) sin 2 Py, (sin x)

. ((cos z)nt1)2 (cos z)nt1 )
D'on f+(z) = % en posant Py = (1 — X2)P, + (n + 1)XP, € R[X] ce qui conclut la
récurrence.
Pour tout n € N il existe P, € R[X] tel que £ (z) = %

‘Pour tout n €N, Pyp = (1 - X3P+ (n+1)XP,.

Ph=X+1.

P=(1-X)14+0+1)X(X+1)=X+1.
Po=(1-XH1+(1+DX(X+1)=X2+2X +1.
Po=(1-X%).2X+2)+2+1)X(2X2+2X +1)= X3 +4X? +5X +2.

P =X+1

P =X+1

P, =2X?2+3X+1

P; =2X349X%24+6X +4

3. Montrons le résultat par récurrence sur n € N*. On a P| = X + 1 et le résultat est vrai pour n = 1.
Soit n € N* tel que P, soit unitaire de degré n a coefficients dans N. Il existe alors @ € N,_1[X] tel
que P, = X" +Q. Alors, Py = (1-X)(nX" 1+ Q)+ (n+ DX (X"+Q) = X" + (- X2Q"+ Q' +
(n+1)XQ) = X" +T. 1l est clair que T € Z[X]. Montrons que les coefficients de T sont positifs.
Il est clair que les coefficients de Q' sont positifs. Le k-éme coefficient de —X2Q" + (n + 1)XQ vaut
—(k —1)ag_1 + (n+ 1)ag_1 ce qui prouve que —X2Q" + (n + 1) XQ est a coefficients positifs. Donc T
est & coefficients positifs. Ceci conclut la récurrence.

‘ Pour tout n > 1, P, est unitaire, de degré n et a coefficients entiers. ‘

4. Soit z € I. On a 2f'(z) = 26inetD) _ (inetliteos®s _ o924 g

cos? x cos?

Pour tout x € I, 2f'(z) = f(x)* + 1.

5. D’aprés la question précédente, 2f'(0) = f(0)2 + 1. Or, £ (0) = P,(0) pour tout entier n. Donc
2P (0) = Py(0)* + 1.

1. Vous pouvez envoyez vos remarques ainsi que les irréductibles erreurs et fautes de frappes qui se seront glissées dans ce
document & ’adresse suivante pierre-amaury.monard@laposte.net. L’auteur vous en sera reconnaissant.
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Soit n >. La fonction f étant de classe C*°, nous pouvons dériver n fois I’ egahte obtenue a la question
précédente en utilisant la formule de Leibniz : f™+(z) = 3¢ (7) f*) (2) "% (0) +-0 pour tout = € I.
En particulier, pour 2 = 0 et sachant £ (0) = a; : 20,11 = .0 (%) k.

n
n
Pour tout n > 1, 2a, 41 = Z (k‘) Qe
5 ;

I.B Développement en série entiére

6. Soient N E N et # € [0,7/2]. La fonction f est de classe CN*!1 donc f(z) = Zév %x" +

CrETR) (N (¢ N - N a, * Pny1(sint) N
donc smt cost,z —t > 0. Enfin, le polynéme PN étant a coefﬁ(uents entiers, on a aussi Py(sint) > 0

t
Ainsi, f(z) — Zév C:{,L x" > 0 comme intégrale d'une fonction positive sur le segment [0,z] (0 <

O(n

Pour tout x € [0,7/2] et N € N, Z*Tn\f( 7).

7. Soit x € [0,7/2]. La série ) “n2™ est une série a termes positifs dont la suite des sommes partielles
est majorée (par f(x)) d’aprés la question précédente donc qui est absolument convergente. Ceci est
vrai pour tout 0 < x < 7/2, donc g est de rayon de convergence au moins 7 /2.

> /2.

8. Soit & € I alors |z| < R et g est dérivable en x de dérivée ¢'(x) = Z+°° — N ! La série ) %"
est absolument convergente ; on peut donc effectuer le produit de Cauchy de g( ) avec lui méme :

+o0 a 2
gla)? = (Z n’?fv")
0 !
+o00o n

_Zzak k. On—k 'xn—k
R | " /n
-y L Z(k)akan_k :

Pour tout = € I, 2¢/(x) = g(z)? + 1.

9. Les fonctions arctan f et arctan g est bien définie et dérivable sur I comme composées de fonctions
1

dérivables sur I. De plus, (arctan f) = 1}:}2 = % d’aprés la question 4. De méme, (arctang) = 5
d’aprés la question précédente. Donc les fonctions arctan f et arctan g ont la méme dérivée. Il existe
une constante C' € R telle que arctan f = arctan g+C. Or, f(0) = Py(0) = ap = g(0) donc les fonctions
arctan f et arctan g coincident en 0 et C' = 0.

En composant par la fonction tangente, on obtient tan(arctan f(x)) = tan(arctan g(x)) i.e f(z) = g(z)

pour tout z € I.




10.

‘Pour tout x € I, f(z) = g(z). ‘

Si R > 7/2, alors la fonction g est définie en et continue en z = 7/2. Donc la limite lim g(z) existe.
=g
Or, pour z € [0,7/2), g(z) = f(x) d’aprés la question précédent donc f(z) admet une limite quand x

tend vers (m/2)~. Mais 222+ — 4 o0 quand = — 7/2 ce qui est contradictoire. Donc R < /2.

I.C Partie paire et impaire du développement en série entiére

11.

12.

13.

14.

15.

I est un intervalle symétrique en 0 donc la notion de fonctions paires et impaires sur I est bien définie.
Soit A : I — R une fonction.

Soient h = p+i = p+i deux décompositions en fonctions paires et impaires. Alors la fonction p—p = i—i
est & la fois paire et impaire et c¢’est donc la fonction nulle : p = p et 4 = 4. L’unicité est donc assurée.

— h(.z‘)-f-Qh(—it) et Z(ZU) — h(a})—h(

Définissons les fonctions p,i : I — R par p(z) : 3 =2 Alors p est paire, @

est impaire et h = p 4 ¢. L’existence est prouvée.

Pour toute fonction h : I — R il existe p paire et ¢ impaire uniques telles que h = p + 7. ‘

Pour tout z € I, f(z) = $BZtl — tana + L La fonction tangente est impaire et la fonction 1/ cos

cos T cosx’
+00 agn +00 Qont1 ,.2n+1

est paire. Posons p(x) = ) (2n)!x2” et i(x) =) g IR pour tout z € I. Alors p est paire,
1 est impaire et p+1i = g. Or f = g donc par unicité des parties paires et impaires d’une fonction on a
tan =i et 1/ cos = p.

Q2n 41 1 o%)
Pour tout = € I, tanz = > ¢ S a R R

(2n+ 117 cosz  (2n)!

D’aprés la question précédente, ¢ est développable en série entiére sur (—7/2,7/2) donc ¢ est de classe

C®° au voisinage de 0 et ses dérivées successives en 0 sont données par les coefficients intervenant dans

p L. o . (n)
son développement en série entiére : si t(x) = aroo cp,x" alors % = ¢, pour tout n € N. Donc

t@(0) = 0 et tCD(0) = agppy.

Pour tout n € N, t2™(0) = 0 et t2"TD(0) = gy 41.

On sait que tan’(z) = 1 + tan?(z).

t'=t24+1.

Soit n € N*. Dérivons 'égalité obtenue & la question précédente 2n fois et évaluons en 0. D’aprés

la formule de 1Leibniz (t)PM(0) = 2" (2,?)25(’“) (0)t2"=k)(0) 4+ 0. Or ) (0) = 0 si k est pair, d’ou
Qoni1 =D (2133_1)042k+1042n72k71~

n
2n
. * —
Pour tout n € N*, agp11 = 51 <2k B 1> 2k — 109 —2k+1-




I1. Equivalent de 9,11

ITI.A La fonction zéta

16.

17.

18.

Montrons que € est une série de fonctions continues qui converge normalement sur tout segment. Posons

n i (1,400) = R par uy,(s) := % Soit K = [a,b] C (1,+00) un segment. La fonction u, est continue
sur K. De plus, pour tout s € K, |u,| < . Donc unlloo . < L. 0ra > 1 (dou l'intérét de
s’étre restreint & un compact!) donc la série Y - est convergente donc la série Y- u,, est normalement
convergente sur K. Elle est en particulier uniformément convergente. Donc ¢ : s — ZSFOO un(s) est
continue sur K comme limite uniforme de fonctions continues sur K. Ceci est vrai pour tout segment
de (1, +00) donc ¢ est continue sur tout (1,+00).

‘La fonction ¢ est continue sur (1, +00). ‘

Remarque : Question tres intéressante qui illustre bien que la continuité est une propriété locale. Tenter
d’appliquer le méme théoréme sans s’étre restreint a un compact d’abord n aumit pas fonctionné car la
série Y u, n'est pas absolument convergeante sur (1,400). En effet ||up|| =

ﬁ
Posons u : (1,4+00) — R par u(t) = . La fonctlon u est décroissante donc % > an % > (njl) En
sommant cette megahte pourmn > 2: Z ns ;Oo ff En sommant surn > 1 : +°° dst > +°° #
1 1 1 .
Dot ;=53 > ((s) -1 > =7y Comme s+1l>1200ﬁ = sl}gloom =0, on a d apres le theoreme

d’encadrement : lim ((s) —1=0.
S§——+00

li =1
S ¢
Soit s > 1. Séparons la somme Y % en deux. On a ((s) = T (2711 + 3 Tl)S' En remarquant

que la premiére somme est exactement égale a 2((s) on obtient ((s)(1 — o) = > (%EI)

Pour tout s > 1, {(s)C(s) = 327> oit C(s) =1 — &.

1
(2n —1)°

I1.B Une formule pour la fonction cosinus

19.

Soit n > 2 et x € R. Effectuons une intégration par partie. Pour x # 0, les fonctions t — Sinéixt) et

t +— cos™ t sont de classes C! sur [0, 5] donc par intégration par partie : I, ( fo cos(2xt) cos" tdt =

[Smézth) cos” t} . f0§ Smgixt)n(cosnfl t)(—sint)dt = 3~ fo sin(2zxt) cos’“1 tsintt dt. Les fonctions ¢ —

%‘f‘m) et ¢+ cos™ ! tsintt sont de classe C! sur [0, 5] donc

In(z) = (3) ([m;g(czm)(cos”_l t)(sin t)}j - J? %((n — 1) cos" 2 tsin®t + cos™ t) dt) .Dou I, (x) =
< 2 — .

(55)(0 — i((n — D(Ip—2(x) — In(x)) + I,(x)). Dou %In(x) = —”Tlln,g(a:) — I,(z). On a bien

2 _
(1-— Qn%)ln(x) = ”Tlln_2(x).
Montrons que les fonctions I, sont continues en 0 ce qui montrera que la formule pour z = 0. Soit

z €R. On a |[I,(z) — I,(0 f02 |cos™ t| [cos(2xt) — 1] dt < fo 2‘“) dt = C'lz|* = 0 quand 2 — 0 ce
qui conclut.

Pour tout n > 2 et x € R, ( 4%;) I,(x) = "’;II,L,Q(.%).

Pour n > 2, la fonctlon t — cos™t est continue, positive et non identiquement nulle sur [0, /2]

donc I, 0 f cos"tdt > 0. On peut donc diviser I'égalité précédente par I,(0) = 21, 5(0) :

]n - Infz(O)'




Pour tout n > 2 et x € R, ( — 4,%2)

20. Montrons par récurrence sur n € N que sin(rz) = 7z 22%"5; (- Z—i) On rappelle que le produit vide
vaut 1 par convention.

Pour n=0. On a : ”xg%; — gf(ﬁ 2z cos(2xt) dt

= sin(mz).

Jo' 1
Soit n € N*. Par hypothése de récurrence, sin(nx) = mx 2’;:2% 71171(1 — ﬁ—z) Or, d’aprés la question
précédente, Ez:zggg = 2’;((8 (1— éf;z) d’ou sin(nz) = 7 g”ggg [17(- i—i) ce qui conclut la récurrence.
Lo (z) + < T2>
Pour tout n € Net x € R, sin(nx) = mx 1-—).
() I5,(0) H n?

21. Soit n € N* et = € (0,1). Alors sin(mz) > 0 et la formule de trigonométrie sin(2a) = 2cos asin
permet d’écrire :

_ 2sin(27x)
COS(7T.CC) = m
T n x)?
1 2”%2%0; ITi2 (1~ (2k2)
T 9 Ion(z 2
2 771'];%03 [Tz (- (T

car les termes pairs des produits se sont simplifiés.

n

I47L(:I:)I2TL(O) H 422
1

Pour tout n € N* et x € (0, 1), cos(mz) = Ton(0)Tan () (1-— m)
n n\L v

Remarque : Le facteur % de I’énoncé est une erreur.

I1.C Un autre développement de tangente

22. utilisons une comparaison série-intégrale. Soit n € N* et s > 1. La fonction t — t% est décroissante

sur R% donc pour tout & > n + 1, f;::gl % > % Il s’agit de termes positifs, donc on peut toujours

calculer la somme quitte & ce qu’elle vaille +0o0. En sommant pour £k > n + 1 : :jﬁ ﬁ <
1ptoo dt _ 1 1
2Jon—1% T 2(s—1)(@2n—1)>1°
=1 1
Pour tout n > 1et s > 1, Z <

fet (2k —1)s ~ 2(s—1)(2n — 1)~ 1"

23. Soit n € N* et z € [0, 5). Posons up(z) :== Y., % Alors d’aprés la majoration obtenue a la

. P _ 2 2
question précédente, 0 < up(z) < %(2331)2” 1 — 0(((2;1%1)2)1’). Or ‘(23%1)2

< 42% < 1 donc la

;o 422 P L. . N -
série Z(m) est convergente et donc la série ) u,(x) est convergente par comparaison & une série

convergente (les deux séries étant positives).

La fonction S,, est bien définie sur J. ‘




24.

25.

2p—1
En reprenant les majorations effectuées a la question précédente, |.S, (x)| < 1+°° 2(2§_1) ((22f 1)> <
2

4x

2 p . 2n_12

237 ((2;1%)2) . D’ou |5, (x)] < Q.% — 0 quand n — +o0.
(2n—1)

‘Sn 20 sur J.‘

La fonction f : x — In(cos(mx)) est dérivable sur J car cos(mz) > 0 sur J. Pour tout = € J, f'(z) =
%fgf) = —ntan(wz). Par ailleurs, f(x) = ln(ﬁzggg) +In(I4n(22)) — In(I25(z)) + > 7 In(1 — ﬁ)
d’apres la question 21 car tous les termes apparaissant dans la factorisation de cos(7z) sont strictement

positifs. Sous réserve que les fonctions I, soient dérivables, on obtient une seconde expression pour f’ :
n _ 8

21 (2 I 2p—1)2 o~ Trs 1eis
fl(x) =0+ 14‘:‘((25) - Ig:gg + Z (1_(1041;) d’ou I'égalité voulue.
1 (2p—1)2
Justifions la dérivabilité de I,,. La fonction h : (0,1/2) %[0, /2] — R définie par h(x,t) = cos(2xt) cos™ t
est continue par rapport a t, bornée par 1, dérivable par rapport a x de dérivée gh (x,t) = Sméit) cos™ ()

d’ou ‘— ‘ t qui est 1ntegrable sur [0, 72. D’aprés le théoréme de dérivation sur le signe intégrale,

la fonction x +— I, ( fo (z,t) dt est dérivable sur (0,1/2). Les calculs menés a la question 19 ont
montré que I, etalt un O( 3) au voisinage de 0 donc I,, admet un DL d’ordre 1 en 0 i.e I, est dérivable
en 0. Ceci conclut la réponse a cette question.

21 (2:10) L (z) 1
Pour tout z € J, 7tan(rz) = — =42 2 —I— A
’ () Iy, (22) Ign (z) Z 2k’ —1)2 ﬁ
26. Soit n € N* et x € J. Posons A, (z) := > 7 (%%'”1)2.1 L. Alors
T (2k—1)2
n +00 P
o)+ 5ue) = 2 13 (i) 5o
1
n i@ 92p+3 ,.2p+1
= ————— + Sp(2)
k=1 p=0 (2k )
too / 92p+1,.2p—1
= Z Z -1 ) Sn(@)
- 9 — 1)20
p—l k=1 2p 1 P
= Z 22?710 (2p)¢(2p)
p=1
d’aprés la question 18,
“+oo
= 202" — 1)¢(2p)x .
1
D’ou
21 (24 L. (
YV € J,Wt‘(ln(ﬂ'[[!) _ 4n( ‘L) 2n ‘L _|_ Z 2211 2])) -2p—1

I471,(2~/L') IQn J




27. La fonction g : ¢t + sint — tcost est dérivable sur J de dérivée ¢'(t) = tsint > 0 sur J donc g est
croissante sur J et g(t) = g(0) = 0 pour tout ¢t € J.

‘Pour tout t € J, tcost < sint. ‘

28. Nous avons montré a la question 26 que I, était dérivable de dérivée I/, ( fo —2t sin t(2tu) cos™ t dt.
Soit x € [0, 1]. Alors I/, () est négatif et d’apreés la question précédente, —In fo 2sin(2xt) cos" L tsint dt =
Jo? 4z cos(2xt) =L dt = 4], (z) par IPP.

Pour n e N* et z € J, 0 < —I},(z) < 21, (z).

On en déduit ?Zgg =O(1) en +oo et lim L@ _

n——+o00 In(x)

I (x
lim n(2) =0.
n—-+4o0o In(l)

29. Soit x € J. Alors z,2x € [0,1]. On a que S,(x) tend vers 0 quand n — oo par la question 24 et

— 2114 ‘/*"((225)) + E"Ez; tend vers 0 quand n — 400 par la question précédente donc par passage a la limite

quand dans I'égalité de la question 25 : 7tan(m,) = Y7 2(2% — 1)¢(2p)«?~!. Vrai pour tout x € J,

Pour tout x € J, 7 tan(nx) ZQ (2% — 2p)x?P L,

II.D Un équivalent de as,

2n+2
30. D’aprés la question 12, pour tout = € J, 7 tan(rz) = >0 %x%

% = 2(227+2 — 1)((2n + 2) pour tout n > 0.

1. Par unicité des coefficients

d’un développement en série entiére, on a

2(22"2 — 1)(2n + 1)!
Pour tout n € N, agp1 = ot ¢(2n +2).
31. Sachant ((s) — 1 en 400 et en utilisant la formule de Stirling :
2.22n+2 2n + 1) 7!
Qo1 ™~ iy 2r(2n + 1) ( >

\/724n+5n2n+1 - 1 2n+1
R A ey m

4n> 2n+2

e

~ 2/ (

car (1+ 5-)?"*1 — 1 en +o0.

4n 2n+2
Aopt1 ™~ Y 2\/7‘&' n{— .
i +o0 / <7re>




IIT Permutations alternantes

III.A Dénombrement des permutations aléatoires

On note PAM et PAD les permutations aléatoires montantes et les permutations aléatoires descendantes

32.

33.

34.

35.

36.

Pour n =2, il n'y a qu'une PAM : (12).

Pour n = 3, il y a deux : (132) et (231).

Pour n =4 il y en a cinqg : (1324), (1423), (2314), (2413), (3412).

Soit n > 2. Soit S™ = {(c(1),...,0(n)): 0 € 8,}. Pour x = (z1,...,2,) € S, posons 7z = (n +
1—21,...,n+1—xz,). Alors les entier n + 1 — x} sont compris entre 1 et n et sont distincts donc
7 : 8" — S™ est bien défini. De plus, 7 est une involution de S qui envoie les PAM sur les PAD .

Puisque qu’une involution est bijective et en particulier injective, il y a moins de PAM que de PAD
. Mais il y a aussi moins de PAD que de PAM .

‘ Il y a autant de permutations aléatoires montantes que de descendantes. ‘

Puisque A est une partie de R de cardinal k, il existe « : [1, k] — A une bijection croissante. Soit sS4
I'ensemble des k-uplets d’éléments de A qui sont alternantes montantes. On définit f : S¥ — S4 par

f((i1, .. yik)) = (a(i1),...,a(ig)). Puisque « est strictement croissante, a(is41) — a(is) est du méme
signe que is41 — is. Ainsi, f est bien définie. On montre que f est bijective en exhibant son inverse :
f~1: 84 — Sk qui est donné par f~'((21,...,2%)) = (@~ (z1),...,a  (2})). La fonction f~! est bien

définie car o' : A — [1, k] est une bijection strictement croissante.

‘ # listes alternantes montantes de A = [ ‘

Dénombrons le nombre de permutations alternants (montantes ou descendantes) de [1,n + 1]. On sait
qu’il y en a #PAM + #PAD = 23, 1,. Effectuons une disjonction de cas sur la place de n+ 1 dans la
liste. Avant l’entier n+1 il y a un nombre k € [0, n] d’entiers. Il y a (Z) facons de choisir une partie A a
k éléments dans {1,...,n}. Une fois les entiers qui sont situés avant n+ 1 déterminés, les entiers situés
aprés sont entiérement déterminés. On pose B = [1,n]\A. Alors pour construire une liste alternante
de [1,n + 1] avec n + 1 a la k + 1-éme position il faut et il suffit de construire une liste alternante de
A et une liste alternante de B qui respectent la condition suivante : la liste de A est descendante ssi k
est pair et la liste de B est descendante ssi n — k est pair. En effet, puisque n + 1 est le maximum de
[1,n + 1], 'entier a venant juste avant n + 1 doit étre plus petit. Mais alors I'entier b venant avant a
doit étre plus grand pour que la liste soit alternante. De méme aprés n + 1. Ainsi, la parité de k et de
n — k impose le sens dans lequel part les listes de A et B. Il y a G listes de A et B, listes de B qui
conviennent. D’ot la formule 28,41 =Y, _, (2) BBtk

n
Pour tout n > 1, 26,11 = Z (Z) BrBr—k-

k=0

Onaay= L0y =1et ag = 1 =1 et les suites () et (B,) vérifie la méme relation de récurrence
(déterminées aux questions 5 et 35) a partir du rang 1, donc elles sont égales (par récurrence immédiate).

‘ Pour tout n € N, o, = ,,.

IT1.B Permutations aléatoires

37. Puisque la loi avec laquelle on tire une permutation de &,, est la loi uniforme, la probabilité p, de

tirer une PAM vérifie : p, = #PAM % A la question 8, nous avons déterminé que le rayon de

2%
convergence de la série entiere i%m” était plus grand que 7/2. En particulier, la série ) 921" est
absolument convergente et p, = 7% tend vers 0.




38.

39.

lim DPn = 0.

n—-+00

D’aprés la question 30, agpqq ~ W;T; (2n+1)! d’on

92 2n+2
~ 2| — .
P2n+1 o <7T>

Soit ¢ € [0,n]. Pour tout permutation o € £, on note X;(0) = {o(1),...,0(¢)}. Nous allons voir

que X; est une variable aléatoire sur les parties a ¢ elements de {1,.. .,k:} de loi uniforme. Soit A
A) __ cas favorables __ il(n—i)! __
T cas possibles T n! -

une partie a i éléments de {1,...,n}. Alors P(X; = . L’événement
{M,, > i} N {X; = A} signifie que les ¢ premiers éléments de la liste (o(1),...,0(n) forme une PAM
de A. Iy en a Bi(n —4)!. Donc P(M,, > i, X; = A) = ﬂl(n Dt Cette probablhte ne dépend pas de A
donc lorsqu’on somme sur ’ensemble des valeurs que peut prendre X : P(M,, >1i) = Z‘ Al=i P(M,, >

X = A) = ()il

‘ Pour tout i =0,...,n, P(M, > i) = p;.

Pour une variable aléatoire X a valeur dans N on a E[X] = /% P(X > k) donc E[M,,] = >_¢ P(M,
i) =220 Pis

‘E[]\/[n] =po+ -+ Dn

On a E[M,] =>7( 18— g(1) = (1) = Sl
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