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CONCOURS COMMUN MINES, PONTS, TELECOM,.. 1977

OPTIONS M ET P’ - 1ERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

(DUREE : 4 HEURES)

L'énoncé de cette épreuve, commune aux candidats des options M et P', comporte 3 pager

Il est demandé expressément aux candidats de donner des démonstrations précises et
rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en considération par le
correcteur.

Dans tout le probléme, K désigne un corps commutatif ayant au moins trois éléments,

»
K~ désigne K - {o}

PARTIE I
On donne un espace vectoriel E sur K de dimension finie n > 2 ; on note GC(E)
¥
l'algébre sur K des endomorphismes vertorlels de E. On donne un élément f de dt(E) ; on note £

1'élément de °C(E ) transposé de f.

. _ * ® x
Si B = (el)1<1<n est une base de E, on note B = (ei )1<1Sn la base de E duale

de la base B, et pour i entler entre ! et n-1 (resp. 1 et n) cB f(1) le scalaire e +1(f(e ))

{resp. d (i) le scalaire e (f(e )) On note également, pour i entier entre O et n,

B, f

(1) le sous-espace vectorlel de E engendré par (ek)

Y . (En particulier : VB(O) {ol).

B 1€k

On dit que B est f-adéquate si : (Vi€{1,...,n-1}) (f(VB(i))(:VB(i+-1)) .

On dit que B est f-adaptée si 8 est f-adéquate, et si l'on a en outre :

n-1

(Vi€{1,...,n-1} ) «( (k) # 0) .

k=1 CBlf

On rappelle enfin que toute base de E:’i est la base duale d'une base de E .

1°) si B = (e ) est une base f-adéquate de E, et si (Xi) , appartient

1<ig<n 1€ign

N X n .. <
& (K7)7, montrer que (X.e.) . est une base f-adéquate de E .
i1 1<isn

2°) En déduire que, s'il existe une base f-adéquate 3 de E telle que :

(n-1) # 0, il existe une base f-adaptée de E.

B, £
3°) Soit a un vecteur non nul de E . Montrer qu'il existe une base f-adéquate de E :

(e ) telle que : e; = a .

° Soi = o = :
4°) Soient Y (Ei)Kisn une base de E- , B (el)1< i<n la base de E telle que :

R =v , B' la base (e de E . On suppose que Y est f¥- adéquate . Montrer que B'

n+1—i)1$i<n
est f-adéquate, et que l'on a :

CB,’f(n— 1) = CY’fa (1) .

5°) En utilisant les trois guestions précédentes, montrer que, si £ n'est pas une

L l//é ‘ @

homothétie vectorielle, il existe des bases f-adaptées de E.



n - 2’.-
6°) a - vérifier que le scalaire Z d‘5 £ (i) est indépendant de 2 base Je
i=1 !

X5 4x

On le note pour la suite T(f).

b-5if=(e)

1<i<n est une base f-adégquate de E, si x appartient a E, on ncte
Y ~

hB N 1'élement de OC(E) défini par les égalités :
hﬁ’x (e ) =x et (vie{1,...,n-1}) (ha,x (e) = e ;)
puis l'on note gp x 1'élément de 6C(E) défini par les égalités
’
i-2 y
= i vy ) = : f(e.
gB,x (e1) 0 et ({ vi€ {2, n}) (qa'x (el)) kgo hﬁ,x o (ex-l—‘-:)

l

N : k s < s . . ;
(o, comme d'habitude, hp N est l1'itérée k-iéme de hB , avec en particulier :
’ .

o L
h = IdE ). Montrer que 93 « est indépendant de x . On note désormais gﬁ cet endeomorphisne.
’

B.x

c - On conserve les hypothéses et notations précédentes (B, x, hﬁ N g{5 P B
’ ¥

n-1

On introduit 1'endomorphisme vectoriel ¢B de E égal a : ge,- ( E c5 t_(k)) IdE
: k=1 "'

-1
) ) n n-k 5 .
et le vecteur y de E égal a : f(en) -dﬁ,f(n)en +k;1 hBIX (f(ek) —CB,f(k)CkH - ﬁ».f( )ek)
Montrer successivement : y appartient a VB {n-1) ; ¢B(E) C Vﬁ. (n-1) .
Montrer que ou : h - h = £ , i £ i ffi ‘on ait
er que, pour que gB o B, x B, x o g‘5 il faut et il suffit que l'on ai
tbﬁ(x) = T(f) eni-y . Déduire de ce qui précéde qu'il faut qgue l'on ait : T(f) = O

d - on note B(E) 1'ensemble des endomorphismes de E de la forme

wuov-vou, avec u,v dans o&(E). Déduire de ce qui précede que, pour gue f agpartienne

a &E), il faut et il suffit que l'on ait : T(f) = O.

Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel B(E) ae oG(E) ?

PARTIE 11T
. de coracteristique nulle, en prrtiwmlier
Dans cette partie, on supbose le corps K"Tnfini, <t 1 o0 dorne on encler a2 2 .

Si M est une matrice carrée nxn dans K, on note m?
i

1'élément de M &'indice de lizne i, ae

colonne i (i,j entre 1 et n).

-

On note ‘/%n l'algébre sur K des matrices carrées nxn dans K,

GL 1l'ensemblec des é€léments M de er? qui sont inversibles
n

" " n k
gn tels que Z m, =0
k=1 X
Jﬂn " " tels que : (VXE{1,...,n}) (m:: = Q)
9 ” " tels que : (V(i, D€L, . .., ) (i ET= mz'-'o‘

l:o/,,
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1°) Vérifier,que?gn, (/Vf, '@n sont des sous-espaces vectoriels de U%n cui

admettent n®-1, n(n-1), n pour dimensions respectives.

2°) Pour M dansc%%, montrer l'équivalence :

M€ ‘Gn <= Il existe A dansv‘bn, B dans c/l’fl, P dans GLn tels que :

M = p ! (aB < BA)P .

3°) Pour M dans r/Vbn, montrer l'équivalence :

MG_J/‘:1 42 Il existe A dans En , B dans c}'lon tels que : M = AB - BA .

4°) Pour M dans (/%n, montrer 1l'équivalence :
. 04/0 . -1
ME'Gr = Il existe N dans o/, P dans GL_ tels que : M =P ~ NP .
(On pourra par exemple montrer qu'un &lément M de ‘Sn est semblable & un élément M' de fon
1

qui vérifie : m'1 = 0 , puis raisonner par récurrence sur n).

5°) Pour M dans c/"{gn. montrer l'égquivalence :

Méfn <=> 11 existe A, B dans c/@n, avec M = AR - BA, et A diagonalisable.

6°) On suppose dans cette question exclusivement K = R, et l'on note 0n

1l'ensemble des matrices carrées nxn réelles orthogonales.

a - Pour M dans f'}'(on, montrer l'équivalence :

MéGn et M symétrique <=>. Il existe N dans Jﬂn, symétrique, et R dans

Ontelsque : M=Q.1NQ.

b - Pour M dans c/{%, montrer l'équivalence :
MéGr et M symétrique €= Il existe A danso‘(rol, symétrique, B danscl% antisymétrigue
1

tels que : M = AB - BA .

¢ - L'équivalence précédente est-elle valable pour tout corps infini K ?



