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C O N C O U R S  COMMUN M I N E S ,  P O N T S ,  T E L E C O M , . .  1977  

OPTIONS M ET P '  - ~ E R E  EPREUVE DE MATHEMATIQUES 

(DUREE : 4 HEURES)  

L'énoncé de  cette épreuve, commune aux cand ida t s  d e s  o p t i o n s  M e t  P ' ,  comporte 3 paqc 

I l  e s t  demandé expressément aux cand ida t s  de  donner des  démonstrat ions p r é c i s e s  e t  
r igoureuses .  Aucun raisonnement vague ou i n s u f f i s a n t  ne sera p r i s  en cons idé ra t ion  pa r  l e  
co r rec t eu r .  ---- 

Dans t o u t  l e  problème, K dés igne  Uri co rps  commutatif ayan t  au  moins t r o i s  é léments ,  
s 

K dés igne  K - {O) . 
PARTIE 1 

On donne un espace v e c t o r i e l  E s u r  K de dimension f i n i e  n >, 2 ; on note  x ( E )  
r 

l ' a l g è b r e  s u r  K des  endomorphismes v e c t o r i e l s  de E.  On donne un élément f de &(El ; on note  f 

l'clément de &(Es) t r anspose  de  f .  
in Iw 

Jy 

S i  B = (ei) l<.< est une base  de E l  on note  B* = (ei lGi,cn l a  base de E 

(i) l e  scalaire e i+ 1 (f(ei)) 

dua le  . i,n 
de l a  base 6, e t  pour i e n t i e r  e n t r e  t e t  n -  1 ( r e sp .  1 e t  n)  c 

(resp.  d 

V (i) l e  sous-espace v e c t o r i e l  de  E engendré pa r  (e ) 

B l f  

(En p a r t i c u l i e r  : v (0) = (01 1 .  

(i) le scalaire e * (f (e i ) ) .  On note  également, pour i e n t i e r  e n t r e  O e t  n ,  
B I  f i 

B B k IdkQi  . 
On d i t  que B es t  f-adéquate s i  : ( V i € { l , . . . , n - l ~ )  ( f ( V  ( i ) ) C V B ( i + l ) )  . 
On d i t  que B est f -adaptée s i  B est  f-adéquate ,  e t  s i  l ' o n  a en o u t r e  : 

f3 

n-1 

f 
On r a p p e l l e  e n f i n  que t o u t e  base de E es t  l a  base dua le  d ' % b a s e  de  E . 

est une base f-adéquate  de C, e t  si  (xi, 1 < , <  1") S i  B = (ei)lGi4n a p p a r t i e n t  
.i.n 

es t  une base f-adéquate d e  E . X n  
L (Y. ) , montrer que ( A  e i i l<i,<n 

2") En d6dui re  que,  s'il e x i s t e  une base  f-adéquate  3 de  E t e l l e  que : 

1) # O ,  il e x i s t e  une base f-adaptée de E .  

3")  S o i t  a un vec teu r  non nu l  de E . Montrer q u ' i l  e x i s t e  une base f-adéquate de  E 2 

t e l l e  que : el = a . l,<i,<n 

l a  base de E t e l l e  que : 4 une base de E , = (ei) l<.< ,i.n , 1. n 
4") S o i e n t  Y = 

1 = y , 8 '  l a  base (en+l-i l<.< de E . On suppose que y est f*-adéquate . Montrer que a '  
.1.n 

;& 3 

est f-adéquate ,  e t  que l ' o n  a : 

c ( n -  1) = c g (1) . 
B '  I f  Y l f  

5') En u t i l i s a n t  les t r o i s  q u e s t i o n s  précédentes ,  montrer que,  s i  f n ' e s t  pas  une 

homothétie v e c t o r i e l l e ,  il e x i s t e  d e s  bases f -adaptées  de E. 



n -2- 
i = l  Q . f  

x54x - .  
6") a - V é r i f i e r  q u e  l e  scalaire d (i) es t  i n d e p e n d a n t  Se 2 ozse ,i.e L . 

On l e  n o t e  p o u r  l a  s u i t e  T ( f ) .  

b - S i  = (e ; ) lGi<n e s t  une  base f - a d é q u a t e  d e  E ,  s i  :< a p p a r t i e n t  A E, 3p. 2CZP 

l ' é l e m e n t  d e  &(E) d é f i A i  p a r  les 6 g a l i t P s  : 
hO,x 

(e  ) = x e t  ( V i € { l , . . . , n - l ) )  ( h  (ei)  = e i+ 1 ) , 
@ I X  

h 
$,x n 

p u i s  l ' o n  n o t e  g l ' é l é m e n t  de d ( E )  d e f i n i  p a r  les é g a l i t e s  : 
B t X  

i - 2  

est l ' i t é r e e  k-iëme d e  h , a v e c  e n  p a r t i c u l i e r  : 
b x  $ , x  . (OÙ, comme d ' h a b i t u d e ,  h 

h o  = IdE  ) .  Montrer  q u e  g e s t  i n d é p e n d a n t  d e  x . On n o t e  dPsorma i s  cet  endoT:or?hisz?. 
S I X  B I  X 

c - On c o n s e r v e  les h y p o t h e s e s  et n o t a t i o n s  p r é c é d e n t e s  (p, X ,  hB,x.  Ç O  . . .  ! 
n - 1  

On i n t r o d u i t  l 'endomorphisme v e c t o r i e l  t$ d e  E é g a l  5 : 96- ( c ce,f(k))  I d E  
k k = l  

11 - 1 

Montrer  s u c c e s s i v e m e n t  : y a p p a r t i e n t  & V (n - 1) ; cPB(E) C V ( n  - 1 )  . P B 

= f , il f a u t  e t  il s u f f i t  q u e  l'on a i =  : 
: % O h  

Mont r s r  q u e ,  p o u r  q u e  

hp(x) = T ( f )  e n t y  . D é d u i r e  d e  ce q u i  p r i c i . de  q u ' i l  f a u t  que l 'or?  a l t  : T ( f )  = 0 . 

d - On note g ( E )  l ' e n s e n b l e  d e s  endomorphismes de E: d e  l a  f o r a e  : 

u O v - v O LI , a v e c  u l v  d a n s  

à &E), il f a u t  e t  il s u f f i t  que  l ' o n  a i t  : ~ ( f )  = O. 

Q u e l l e  es t  l a  d imens ion  du s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  

& ( E ) .  M d u i r e  d e  ce q u i  prZcPde q u e ,  p u r  q e  f appart lGn-C 

e ( E )  de A(E) ? 

PARTIE II 

GL l ' e n s e m b l c  des Gléments  El de& q u i  s o n t  i n v c r s i b l e s  n n 

'n 
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1") V 6 r i f i e r . q u e c n ,  vf, ,en s o n t  cies s o u s - e s p x e s  v e c t o r i e l s  de u% Il ~i 

a d n e t t e n t  n 2  - 1 , n ( n  - 1)  , n p u r  d i m e n s i o n s  r e s p e c t i v e s .  

2' )  Pour  fi1 dans&*, n o n t r e r  l ' é q u i v a l e n c e  : 

M Gn <=-b 11 e x i s t e  A d a n s a  , B 2 a n s  JI9, P d a n s  GL t e l s  q u e  : n n n 

-1  
M = P (AB - B A ) P  . 

3 " )  Pour  E l  d a n s d b n ,  inoptrer l ' é q u i v a l e n c e  : 

MCJPn +-b Il e x i s t e  A d a n s B n  , L3 d a n s  & t e l s  q u e  : M = AB - BA . 
r) 

4 O )  Pour  M d a n s  An, m o n t r e r  l ' é q u i v a l e n c e  : 

n n 
-1 

FIEZr, +--4 Il e x i s t e  N d a n s  , P d a n s  GL t e l s  que  : M = P NP . 
(On p o u r r a  p a r  exemple n o n t r e r  q u ' u n  Plément. M d e  

q c i  v é r i f i e  : m * l  = O , p u i s  r a i s o n n e r  par r é c u r r e n c e  s u r  n )  . 

est  senlblable à un é l én ien t  M '  de Gn 
n 

1 

50) Pour  M cians m o n t r e r  l ' é q u i v a l e n c e  : 

M( -en id Il e x i s t e  A, B d a n s  CA"..,, a v e c  M = AB - BA, e t  A d i a g o n a l i s a b l e .  

6") On s u p p o s e  d a n s  ce t te  q u e s t i o n  exclusiveii ieri t  K = R I  e t  l ' o n  cote 0 n 
l ' e n s e x b l e  des m a t r i c e s  c a r r e e s  n x n  réelles o r t h o g o n a l e s .  

a - Pour  M d a n s  C A n l  m o n t r e r  l ' é q u i v a l e n c e  : 

K c G e t  E.I s y n e t r i q u c  += . 11 e x i s t e  N d a a s  N ,  s i n i é t r i q u e ,  e t  R d a n s  n n 

o t e l s  q u e  : M = Q-' N R . n 

b - Pour  M d a n s  & , m o n t r e r  l ' é q u i v a l e n c e  : n 

MCCr, et M symétrique f-3 Il e x i s t e  A d a n s & ,  s y n é t r i q u e ,  B d a n s X n  a n c i s p é t r i q u e  n 

t e l s  que : M = AB - BA . 

c - L ' é q u i v a l e n c e  p r é c e d e n t e  est-elle v a l a b l e  p o u r  t o u t  corps i n f i n i  K ? 


