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Proposition de corrigé

Probleme inverse pour les matrices de distance euclidienne

1

Matrices de Hadamard

Par caractérisation des matrices orthogonales, une matrice de Hadamard H d’ordre n est une matrice
carrée dont tous les coefficients sont égaux a 1 ou —1 et telle que ses lignes, comme ses colonnes, sont deux

a deux orthogonales, et forcément de norme euclidienne y/n : — H est orthogonale.
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Les deux matrices (1) et (—1) sont des ’matrices de Hadamard d’ordre 1 ‘ \{§ \/? ainsi que

V2 V2

1 1
\{i i/ﬁ sont orthogonales : G _11> et G _11> sont des ’matrices de Hadamard d’ordre 2 ‘
V2 2
1
Soit H une matrice de Hadamard. Les colonnes C , ..., C, de — H, comme ses lignes L; ,
n
..., Ly, forment une base orthonormée de R" : toute matrice obtenue en multipliant une ligne ou
une colonne par —1 ou en échangeant deux lignes ou deux colonnes de — H ne change pas cette

n
condition, comme cela ne change pas que les nouveaux coefficients de cette matrice transformée

depuis H a ses coefficients dans {—1, 1} donc | c’est encore une matrice de Hadamard ‘

Soit H = (h;;) une matrice de Hadamard d’ordre n. D’apres la question précédente, multiplier
successivement, pour j de 1 & n, sa j*™° colonne par hy ; de {—1, 1}, cette nouvelle matrice est encore
une matrice de Hadamard d’ordre n dont les coefficients de la premiere ligne sont tous égaux aux

(h1;)* donc a 1.

Sin > 2, la deuxieme ligne d’une telle matrice est orthogonale a la premiere ligne donc elle a autant
de 1 et de —1 donc le nombre de colonne, .

Soit H est une matrice de Hadamard d’ordre n supérieur ou égal a 4. D’apres la deuxiéme question,
il existe une matrice de Hadamard d’ordre n dont tous les coefficients de la premiere ligne sont
uniquement composée de 1; n est pair et la deuxieme ligne, comme les suivantes, est composée de
n/2 coefficients égaux a 1 et de n/2 coefficients égaux a —1. Quitte & échanger les colonnes pour
placer ces 1 sur les n/2 premiéres colonnes, on peut créer une nouvelle matrice de Hadamard d’ordre
n dont tous les coefficients de la premiere ligne sont uniquement composés de 1 et sa deuxieme ligne
composée de n/2 coefficients égaux a 1 puis n/2 coeflicients égaux a —1.

Sin > 3, la troisieme ligne d’une telle matrice est orthogonale a la premiere ligne et a la deuxieme
ligne donc, en particulier, elle a autant de 1 et de —1 dans les /2 premiers coefficients, autant de 1
et de —1 dans les n/2 derniers coefficients donf n/2 est lui-méme pair : ’n est un multiple de 4 |.




2 Quelques résultats sur les endomorphismes symétriques

On note les valeurs propres classées par ordre croissant de f. Pour k& € [1,n], on introduit 'ensemble 7y,
des sous-espaces vectoriels de R™ de dimension k. On admettra ici que les min et max considérés existent
bien (cela découle de la continuité des expressions considérées).

, il existe une

5> f est un endomorphisme symétrique de R™ donc, par application du ’ Théoréme Spectral

base (e,...,e,) orthonormée de R™ formée de vecteurs propres de f. On choisit ici une indexation
qui respecte l'ordre croissant des valeurs propres.

6> Soient k € [1,n] et Sk un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k. T, = Vect (e, ..., e,) est de

dimension n — k + 1, puisque cette famille est libre, donc d’apres la ’formule de Grassman |, on a :

7> Soit x € S N Ty, non nul; il existe ay, ..., a, réels tels que :

T = Z aje; et (v, f(x) = (Z ajej,z ai/\iei) = Z af)\i > Z oz?)\k = \; ||$||2 )
J=k j=k i=k i=k

i=k

X X
= A\ < <M,f <I|x||>> < dmex (v, [ (y)) -

8> Soit k € [1,n]. Sp = Vect (eq,...,ex) € m et, pour tout & € Sg non nul; il existe o, ..., ax réels
tels que :
k LI L , . .
x:Zajej et (:U,f(x)):Zozj)\jSZozj/\k:)\k |lz||” = A\ > (”‘TH,JC<H$H>>
j=1 j=1 j=1

= A\, > max (y,f(y)) > min ( max (z,f(z))) :

T yeSk, llyll=1 T Sem \z€8,||z[|=1

Donc, par double inégalité, on a :

Ar = min ( max (x,f(as))) .

Sem, \zes,|z||=1

91> Soit M une matrice symétrique positive de ., (R). D’apres le Théoreme Spectral, il existe P de
O,, (R) telle que : PT M P est la matrice diagonale diag (A1, ..., \,) de valeurs positives. Si on pose

B = Pdiag (VXi.....VA,) PT, alors| M = BT - B,

On suppose a présent que M, matrice symétrique, admet une unique valeur propre strictement
positive A d’espace propre de dimension 1 et de vecteur propre unitaire u. A = Au-u’ — M est alors,
par combinaison linéaire, une matrice symétrique réelle telle que :

A-u=Aulfu—Au=0 et (VUGEAL:@EM) ol Ao =—l M-v>0.
HFEX

donc, d’apres la premiere partie de la question, il existe B € ., (R) telle que A = BT - B et donc
M =Xu-u’ —B”-B|




3 Caractérisation des MDE

10>
1
P=1,-11: (1 1) =
-
1
fi r_ LT
P est symétrique (P' =1, — — (e) e
n
1 1 1
P2:[n——e-eT——e-eT+7e~eT
n n
1
P-e=e——
n

donc I'endomorphisme de R™ canoniquement associé a P est la

11> Soit D € A,,. Avec les notations proposées :

1-1/n —-1/n ... —1/n
—1/n ‘

: . - —1/n
—1/n . —1/n 1-1/n

2 1
cecel =1, —~e-e' +— le|" e-e” =P
n n

e-el . e=0 et (VerL)Pw:m—le(eT-m):x

n

projection orthogonale sur Vect (e)l )

D = (di) = (3 (=" = (bl + ol — 207 -2,).
k=1

Si on suppose, de plus, que D € A, on a :

1

2
[
(e

. 2
[l

My = (x?@)

2 2 2
™ e gl [l

. e 0T =

donc

' 2 . 2 ' 2
(Y P (7] I (E|

D=C-e'+e-CT—2M%} M,.

(T(D))T:—§PTDTPT:T(D) ,T(D)-e= !

1
=———PDP-e=—PD-0=
5 e 5 0 0

d’apres la question précédente, et pour tout v € Vect (e)L, P-v=vdoncv? T (D) v=|My v||2 >0:

1 1
v T (D) v = —§UTPTDPU: —ivTDv: —3 (UTCGTU+UTGCTU—QUTMZ;'MAU)

Ainsi, T (D) est positive et

T (D)eQ,|:

(Vx € R™) (EI (u,v) € Vect (e) x Vect (e)L) 2"’ T(D)x=2"T (D) u+2"T(D) v

=u"T (D) v+v"T(D)v=

(T (D) u)" v+ 0" T (D) v=|Myv|>>0.

Remarque : on peut directement utiliser la stabilité de Vect (e) et donc de son orthogonal Vect (e)™
par T (D) puisqu’elle est symétrique.




12>

Pour toute A = (a;;) € Q,, K(A) = | : ( aj; )—i— : (1 1)—2A

1 (i,

donc K (A) = (a;; + a;; — 2a;;); comme A est symétrique positive, d’apres la question 9, il existe

B € M, (R) telle que A = BT . B donc, pour tout (i,j) € [1,n]? a;j = > (BT)Ak By, j, soit le
k=1 "
produit scalaire des vecteurs lignes BL; et BL; de B : K (A) = (HBLZ-H2 +||BL;||* - 2 (BL;, BLj)>,

c'est-a-dire K (A) = <||BLZ~ - BLj||2). Ainsi, on a | K (A) € A, |.

13> D’apres la question 10, P-e =0 et el - PT = el - P = 07. Pour tout A € Q,,, K (A4) € A,, donc
ToK(A)e€Q,et,puisque A-e=0etel - AT =el - A=0" ona:

1 1 1
—§P (eaT—{—aeT—2A> P=PAP=AP— —eel AP=A——ee’ A=A.
n n

Ainsi, on a : ’TOK:IdQn .

14> Soit D une matrice symétrique d’ordre n a coefficients positifs ou nuls et de diagonale nulle.

1
— Si D e A, alors T (D) € €, donc —3 P - D - P est positive | d’apres la question 11.

1
— Réciproquement, si —3 P D P est positive, le fait que P -e = 0 entraine que T' (D) € , et
donc que | K oT (D) =D € A, |:

V(i.5) € [L,n]*, (K oT(D)),; = (T (D)),

i i H(T(D));; =2 (T (D)),

,J

=di;

JsJ

n

1 1 1
car (I'(D));; = —5 (dz‘,j - > (dig + diy) + e > dk7g> (diagonale nulle).

k=1 1<k 0<n

15> Soit M une matrice symétrique d’ordre n a coefficients positifs ou nuls et de diagonale nulle, ayant
une unique valeur propre strictement positive d’espace propre de dimension 1 et de vecteur propre e
(donc forcément non nulle). D’aprés la question 9, il existe B € ., (R) telle que M = A e-e’ —BT-B.

1 1 1 1 1 1
—5PMP=—_PXee" P+ PB"-BP=—;Phee’ P+ PB"BP = (B P)T (B P) donc,

2
1
pour tout X € #,; (R), X'T (M) X = 3 IBPX|*> > 0:|T (M) est positive | et | M est MDE

d’apres la question précédente.

4 Spectre des MDE

16> Soit M est MDE d’ordre n. Les distances sur la diagonale sont nulles donc Tr (M) = 0. Or M est
symétrique réelle, donc diagonalisable de valeurs propres Ay, ... \,, pour respecter les notations de

n
I’énoncé; la trace étant un invariant de similitude, on a donc : |Tr (M) = > X\, =0}
i=1

17> Soit D une MDE d’ordre n non nulle; D est alors une matrice symétrique d’ordre n a coefficients
positifs ou nuls et de diagonale nulle. Soit x € Vect (e)L; P -x = x, donc, d’apres la question 14 :

' Dx=P-2)" -D-(P-x)=-22"-T(D)-2<0.



18> Soit D une MDE d’ordre n non nulle. Soient \q,..., A, ses valeurs propres, ordonnées dans 1’ordre
croissant.

On pose S,,—1 = (Vect (e))L € m,_1; d’apres la question précédente, pour tout z € S,,_q, 27 -D-2 <0

donc, d’apres le théoreme de Courant-Fischer : | \,_1 < < ma>H< | (xT -D- x) <0}
rESn—1,||lz||=1

n
Enfin, D est non nulle donc I'une de ses valeurs propres au moins est non nulle. Puisque Z A =0,
i=1
n—1

Ap = — Z Ai > 0 (somme de positifs non nulle) : A\, est
i1
de D.

I"'unique valeur propre strictement positive‘

5 Probleme inverse pour les MDE

Soit H une matrice de Hadamard d’ordre n et de premiere ligne constante égale a 1. Soient Ay,..., A,
n

desréelstelsque: A\ >0> X > ... >\, et Z Xi = 0 (il n’est peut-étre pas judicieuz d’avoir changer
i=1

1
Uordre des wvaleurs propres!). On note U la matrice T H, A la matrice diagonale dont les coefficients
n

diagonaux sont les \; et D = UT - A - U.

19> DT =UT . AT . (UT)T =UT-A-U =D donc ’D est symétrique ‘ De plus, U € O,, (R) donc U est

inversible d’inverse U donc D est semblable & A donc ‘D a pour valeurs propres Aj, ..., \, ‘, avec

’/\1 d’espace propre de dimension 1 ‘ puisque c’est une valeur propre simple.

Enfin, pour tous i et j de [1,n], le coefficient d; ; de D est :

n

" 1 & 1 1 &
dij =Y <UT>MC (A-U),; = kz::l Ukyi Ak Ugj = o kzzjl Ak hei b j = - Avhyihyj+ - > N hugg Iy

k=1 k=2
—dy it (D) =0
z,]_n 1 n =~ k| —

Z A; = 0, pour tout

1 & 1
puisque A est une matrice diagonale. On remarque que d;; = - Z Ak hfz =
k=1 i=1

i de [1,n]. Ainsi, | D est a coefficients positifs et a diagonale nulle ‘

1
20> On remarque que — e’ est la premiere ligne de U, orthogonale & toutes les autres, donc :
n

7

Vn ALvn
0 0
De=U"AUe=U"A| |=0U" , =\ e

0 0

donc | e est vecteur propre de Ay ‘ et | D est MDE | d’apres la question 15.




1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
-1 1 1 -1
A = —1, A3 = Ay = —2. En accord avec la construction de cette derniere partie, la matrice suivante
est une matrice de distance euclidienne d’ordre 4 telle que son spectre soit {5, —1, —2, —2} :

21> Pour n = 4, H = est une matrice de Hadamard d’ordre 4. On pose A\; = 5,

1 1 1 -1 1 1 1 1 0 8 6 6
111 1 -1 1 1 1 -1 -1 8 0 6 6

_ 7T S =
D=U"AU= 411 -1 1 1 A 1 -1 1 -1 6 6 0 8
1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 6 6 8 0

FIN DU PROBLEME



