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Corrigé par L.Bouchikhi professeur de MP
(lahcen214@yahoo.fr)

A : Questions préliminaires

1. eLapplication ¢ : R? — C, (z,t) — €'*.f(z) est continue sur R? .
o |p(x,t)] < f(x),pourtoutt € R,z € Retl'application z — f(z) est positive , continue intégrable sur R
Donc ¢ est existe et continue D’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégral
De plus :

e L'application ¢ — ¢(z,t) est de classe C*° sur R, pour tout x € R et aakT,f(x, t) = (iz)k.e"*. f(x) , pour tout

k € N.

e L'application z — %%f(x, t) est continue sur R , pour tout = € R etk € N.

. ]%’%f(x,tﬂ <|2z*|f(z) , pourtoutt € R, x € Retk € N

e L'application x — |2¥|f(z) est positive , continue et intégrable sur R
Donc d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral , ¢ est de classe C*> sur R et ¢§f;) (t) =

Jp(iz)k e f(z)dz pour toutt € Retk € N

2. L'inégualité de Taylor Lagrange entre z € R et 0 a 'ordre n — 1 (n > 1), appliquée a la fonction x +—— ¢

‘ln n

) n—1 . . .
qui est de classe C*° donne : e — > %] < 2 sup [i"e't = %

m=0 : [t]< |
. n . \m n
DoncVx € R,Vn > 1:e" — > % <7|”;|!

m=0

3. L'application h, est continue sur les intervalles | — 0o, 0] et ]0, +o0[ ( d’aprés les théoremmes généraux)

. . —ibt i(b—a)til
et lim h,p(t) = lim &— .=
{50 a:b( ) —0 ¢ t

=b—a=hgp(0), donc h, est continue sur R
4. On a: |hep(t)| = |%| , donc en appliquant le résultat de la question 2) pour n = 1, on obtien le

résultat.

—+o00 n n
5.0na: e = > % , pour tout k € N, donc Vn € N, ek > % , et en particulier pour n = &k, on obtien le
! .

résultat.
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B : La fonction ¢; caractérise f

6. Sif =0alors R(0,7) =0

Si 6 # 0 alors par le changement u = ¢, il vient R(0,T) = [~ egT Sy ;

Comme l'application u — 2% gj ¢ 7 O et 1si u = 0 est continue , paire ona:R(0,T) = 2.5(67)

7. Soient T >0, (x,y) € R*;Ona: R(z,T) — R(y,T) = 2.(S(zT) — S(yT)) et S impaire , donc :

*xlim R(x,T) — R(y,T) =0 si z.y >0
T—+00

*xlimR(z,T) — R(y,T)=m siz>0ety=0
T—>+oo

*xlim R(x,T) — R(y,T) =27 sixz >0 ety <0
T—>+oo

*xlim R(z,T) — R(y,T) = -7 siz <0 ety=0
T*>+oo

* lim R(z, R(y,T)=—2n siz<0ety>0
T—>+oo

8. Notons H : R x [-T,T| — C, (z,t) — hqp(t).™ f(x) ; On a:
* H continue sur R x [T, 7] ( D’aprés les théorémes généraux )
* t — H(x,t) est integrable sur [-7,T],Vz € Retx — f_TT H(z,t)dt est continue d’aprés le théoreme
de continuité sous le signe integral
* x — H(x,t) est integrable sur R , Vt € [T, T] ett — [* H(z,t)dx = hap(t)¢s(t) est continue sur
[-T,T], donc integrable sur [T, T
D’aprés le théoreme de Fubini, H estintegrable sur Rx [T, 7] et f 7 H(z, t)dadt = f hap(t)ps(t)dt =
[ [T H(z, tydtde = [ [T hap(t).€ f(2)dtdz
Or [T hasl t).emdt — 7 wcﬁ R(z —a,T) — R(z —b,T) , donc
f_TT hap(t) = [ f(2).[R(z — a,T) — R(zx — b, T)]dz

Posons : gn(x) = f(z).[R(x —a, n) —R(z—b,n)] = f(x).[S(n(x—a)) —S(n(x—b))] pour toutz € Retn € N
2n.f(z), siz €]a,b|
* (gn)n>0 converge simplement vers la fonction g :  — , (d’aprés la question 7.)

0 ,sit non
* La fonction S est bornée sur R ( Continue , impaire et admet une limite en +o0 ), donc |g,(z)| < M.f(z)

pour toutx € R
* x — f(x) est positive continue et integrable sur R
D’aprés le théoreme de la convergence dominée , , Jim f v)de = [T g(x)dz = 2 f f(z
donc: lim S hap(t).é*tdtde = 27 [ f(a da: et par suite :
S I hap(£)g(t)dt = L dim [ [T hap(t).ctdtde = 27 [° f(x)da
9. S'il existe (f, g) € E? tel que ¢y = ¢, et f # g, alors il existe (a,b) € R tel que:a < bet (f —g)/ garde

un signe constant. Or fab f(x)dx = f(f g(z)dz (d’aprés 8.) , donc fab( f — g)(xz)dx = 0 ce qui contredit le fait

que f — g continue de signe constant sur [a,b] , d’ou le résultat.
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10.

11.

12.

13.

14.

C: La suite ay(f) ne caractérise pas toujours f

e La fonction fj est continue sur les intervalles | — 0o, 0] et |0, +00[ (les théoremes généraux) ,
(In z)2
de plus lim z)= lim —Le "2 ¥ —=0= f,(0),donc fy est continue positive sur R .
plus lim fo(x) x—>o+f fo(0) fo p
X _(n z) d
o VX >0, [ folx)dr = fo \ﬁ 2 % en faisant le changement u = Inz , on obtient f fo(z)dx =

InX 1
2 7=

u2
72 fo(x)de = [T2° ﬁe*Tdu =1 (D’aprés les données ) ; D’'out fy € E

u2
e~ 2 du et alalimite quand X — 400, il vient:

7J.2
SoitkeNetX>0,ona:f_ zF fo(z flnX \#ek“_Tdu (u =Inz)etalalimite quand X — 400

2
il vient: [ joooo z¥ fo(x)dr = e’z doncx — |z|¥ fo(z) est intégrable sur R et fy admet des moments de toutes

2
ordre et ai(fo) = e'T

e La fonction f, est positive ( car asin(2r Inx) € [-1,1])

e f, est continue sur R et f, < 2.fy, donc f, est integrable sur R.

eSoitkeNetX >0 , [X abf,(x)de= " Leku—ﬁa 8 (e 2Ty gy =

flnX \1ﬁ T & flnX \/127 ek 2mu— gy u+ 3 flnX \1ﬁ elk= 2"’r)“’gdu, ala limite quand X — +o0
il vient : fjoo 2k f.(r)dr = e T —e( +im)? %e(g_my = ax(fo) + (—1)’“6(2_“2) — (—1)’“6(1_”2) = ar(fo)

3

o pour k = 0ona [ f,(x)dx = ag(fo) = 1

Donc f, € E et ar(fo) = ax(fs) pour tout k € N

D : Une condition sur la suite a;(f)

Soit k € N, (bor11(f))? = (J72 ||z f(a)da)? = (fF2°(JfF/F (@) (|| f(2))da)? <
(J72 a2 f(x)dz). (722 0|42 f(2)dz)  (Inégalité de cauchy schwarz)

Donc :Vk € N, (bog41(f))? < agr(f).aopr2(f)

Soitk € N,ona:

L 1
o L2l LaanlI)PE < \f < 2M et agy(f) < (2kM)2F

o (bors1 ()T < (age(£)) T (assa () T < ((age(£)) ). ((ask o f)) 77 557 <

(2K M) 7

(2K + 2)M)2ReT < QM .EZFT (K + 1)1
k(k+1)

S(B+1)esn? <k +1<2k+1

_k . _k o1
Or t — t7k+1 est croissante sur |0, +oo[ , donc k2++1.(k + 1)2k+1

(o MNTF o3 r 2kt _ o

..
d’on 2k+1 2k+1

Finalement : Vk € N, % <2M
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Soient z, h € R et n entier > 1

n—1 n—1 m 00, . .
dp(z+h)— > BT — ([T (). etethtgy — S I oo pymeint £ (4 )

= [T f(t).et (et — Z_: %)dt. En appliquant 2. , il vient :

n—1 m m . n—-1 i m n n
Gpa+h) = 5 Gro @) < JIT el — X EEldr < [13 £t = B ba(h)

m=0

11 suffit de montrer que : lim %bn( f) =0, pour un certain A > 0 tel que :|h| < A.

n—---+o0o
1

On sait que EulIN™ < 901, done bu(f) < (2nM)™ et %.bn(f) < (oMD" _ o 2MAh"

n n!

En appliquant 5. , il vient : “;L#.bn(f) < |2Mhe|™ ,donc: lim n—!n.b (f) =0, désque |h| < A= -

n—--400

+00 1 \m
ainsi :p¢(z 4+ h) — (}2! qb;m)(x) ,pourtoutz € Reth €] — A, A|

m=0
Soit £ > O un entier. Ona:
o0 (0) = iF [T aF f(a)dx = Far(f) = iFap(g) = iF [T 2k g(x)dz = 6 (0) , pour tout k € N
Or ¢¢(h) = mz qu )(0) et pg(h) = :zf:j)%? ém) (0), pour tout h €] — A, A[, donc qbgcm)(h) = qbgm)(h), pour

touth €] — A, Aletm € N

Récurrence sur { € N*

Pour ¢ =1,ona: |3, 4[] — A, A[, donc qﬁ;m)(h) = o™ (h), pour tout h €] — A, A[etm € N

Soit £ > 0 un entier , supposons : gbgcm) (h) = gbgm) (h), pour tout h €] _%A, %[ etmeN

Soit h e]w, (”21)’4[, alors h — é E]%, %[
+oo ym m)
par la question 16. on a: ¢¢(h) = ¢y(h — 4 + 4) = Z_: ( (h—4)

et par hypothese de récurrence , d>§cm)( -4)= (;5( )(h 4 pour tout m € N,
donc gbgcm)(h) = ¢\ (h) ,pour tout m € N

Ainsi la récurrence établie , et ¢y = ¢, sur ]#, %[ pour tout ¢ > 0 entier

LA

Ona: (| =54, %[)4>1 est une suite exhaustive d'intervalle de R , et ¢y = ¢, sur | =52, L[ pour tout £ > 0

2

entier , donc ¢y = ¢4 sur R et par suite f = g d’aprés 9.
Conclusion:

Si f, g € E admettent des moments de tous ordres , vérifiant la condition (U) , alors f = ¢
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E : Application

19. Si f € FE est solution du systeme en question alors : f admet des moments de tous ordres et ap(f) =1 ,

agii1(f) =0, ag(f) = B2 pour tout k € N

2"k 7
1
De plus % = 5 ( (22;2!)% ~ i\/%Qﬁ — 0 (D’aprés la formule de stirling)

donc la suite (ag;(f))r>1 vérifie la proprieté (U)

+o00o

Daprés la question 16., 3A > 0 tel que ¢f(z) =

(m)'!m ¢§fm) (0) , pour tout x €] — A, A|

+oo B Z\2m 22 . 2
Or (bg”m)(O) = i"am(f) donc ¢p(x) = > (—1)“% =e 2 = \/% = e dt = ¢q4(x) , pour tout

m=0
+2
x €] —A A oug(t) = \/%76_7 ,VteR.
Comme g € E et " (0) = i™.an(f) = 6" (0) = i™.an(g) alors ay(f) = ax(g) , ¥k € N
Ainsi fet g vérifient les conditions de la partie D., donc f = g

Réciproquement :

2
la fonction g : t — \/%e_t? est solution du systéme en question .

2
En coclusion: g : t — \/%76_% est 'unique solution du systeme .

Fin
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