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PREMIkRE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

D U R ~ E  : 5 heures 

In qualitè de la rCdonwn, la clanè et la prierrion des misonnemerus interviendront pour uneporl 
importante dans I'appnkawn des copies. Les rCsultats indiques dans I ' C M N ~  peuvent être utilises par lrs 
and& pour la suite du problème. 

L'usage des instruments de calcul. en part~euiier des calcuiatrim &ctro~ques  de poche - Y compric 
calcuintricc programmabir et alphanumerique - a ionctionnement autonome, non imprimte ,  est auto& 
conformement à la circulaire no 61527.8 du 28 juillet 1986. 

j ans  tout ce problème on designe par L' ur nomDr? reel p o s i k i i  ou nui, e t  par c" 
I espace v e c t o r i e l  d?s fon&ions à valeurs r e e l i e s  ou complpxes, :ndefinimt?nt aer iba-  7 ,  

b les  s t - r  ? ' i n t e r v a l l e  fc,+ao[. 

S- ;i+sione par E l e  sous-espace vecro:io: 

D o U r  l i m i t e  er  r g z l n s i  aue toute: leur:. c = r l i c e z  successives F . 
Four t o u t  Cl-men: f de E ,  on pose 

:" conc t i t ue  oec fonc t ions  ?omettant C 

?~. ~ ( f  ) =  f i t )  1 d t  
e l  J: 
lorsque c e t t e  i n t é q r a l e  converqe. 

3n désigne par C 

e t  t e l l e s  que, pour t o u t  e n t i e r  p ~ ~ , ~ - ~ ~ c ~  

C r  n n t e  D et C l e s  endomorphismes de E (IL: a tour  élement f assocle?: 1~: f cnc t ions  

dé f i n ies  par l e s  r e l a t i o n s  D f ! u ) = f ' ( x ;  e? := ' : x )= f :x ) - f (x+ i ) .  Enfir., ? ' a p n l l c a t i o n  laen- 

ticce ae C e s t  nocde 1. On observera CU? ïes endomorohismes D e: L cornmuten:. ce a c ' o r  

nr-lra o ' - , . n  

l a  p a r t i e  de i constitue. oes fonc t ionc  f à v a i e u r s  r é e l l e s  oos l t l bes  + 
s o i t  à valeurs réel les  pos i t i ves .  

_ _ I  L-y.. . 

L ' o b j e c t i f  de ce probleme e s t  d 'é tud ie r  l ' opé ra teu r  A, ce q u i  f a i t  l ' o b j e t  de l a  

p a r t i e  I1 ,e t  d 'exp lo i t e r  ce t  operateur pour cons t ru i re  e t  é tud ie r  un procdde d'accelé- 

r a t i o n  de convergence des sé r ies  a l te rnees ,  dc a L.Euler, ce q u i  f a i t  l ' o b j e t  de l a  

p a r t i e  I I I .  Dans l a  p a r t i e  1, on exp lo re  quelques p rop r ie tés  de E e t  de E+ u t i l e s  

pour l a  su i te .  

3 
!% 2 
2 
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I - ETUDE DE L: DOMIVATIOY PAR UN ELEMENT DE E+. 

1. S t a 6 i U P  de E+. 

a) Prouver que E e s t  une sous-alghbre de l ' a lg8b re  Cu. 

b)  Prouve: oue s i  Cp e t  y sont des éléments de E+, a l o r s  y + y  e t  ( p p p p a r t i e n -  

nent encore B E+, a i n s i  que XY, où X es t  réel p o s i t i f .  

c )  Prouver que. pour t o u t  é l iment y de E+, - D y e t  b y  appart iennent encore à E+. 

a )  2C:erminer l e s  nombres réels a t e l s  que l a  fonc t ion  x w  e-" appartienne 

. -  a ; .  

b )  5i:erminer l e s  nomores reels a e t  CI t e l s  que l a  fonc t i on  x H ( x - a ) *  

3 .  Don~,xLio17 va- UII Ufmen: de E+. 

S o i -  l f u r  +lement de E . On note I.I(y 
que. >ou: tour p p .  IDp f /< 'Dp(Q i ,  e t  fi( 

te?. OUE, POU: t o u t  p>o, il  e x i s t e  un nombre réel a >O t e l  que lDpf ,<a IDp 

l 'ensemble des éléments f de C œ  t e l s  

l '-nsemble des élements f de C y  Y -  
I .  P P Y  

a i  Drouver E ( Y )  e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  de E, e t  que,pour t o u t  élément 

f de ? ( y )  ,? ' i n teg ra le  est  convergerite. 

b )  Soient f#et '+' des Cléments de E+. Montrer que s i  f appar t ien t  à M'Y j e t  

q â *(y), a l o r s  f4g appar t ien t  a M;Y+Y!, f g  appar t i en t  à M ! Y Y ) ,  e t  X f  

apparr ient  8 If! j A 1 y j ,  pour t o u t  nombre complexe A. 

c i  Prouver OUE, s i  f appar t ien t  à M((P;, a l o r s  Df appar t ien t  a M(IDcpI). 

1 
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d )  Soi t  f un é l h e n t  de  M( j ; prouver que, pour t o u t  nombre réel x)C, Y '  
1 f ( X I - f  ( x + l )  J< y c x , -  Y ( X + 1 ) .  

A cet e f f e t ,  on pourra  u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  

f ' ( t ) d t .  r1 f ( x + l ) - f ( x ) =  

E tab l i r  que bf appa r t i en t  à M ( A ( Q ) .  

e) Soi t  (f un élément de E+. Prouver que A L /  appa r t i en t  à M ( I D Y l )  e t ,  p lus  

généralement, que pour tou t  9 1 ,  Apy appar t i en t  B H ( I D P Y I  1. 

E L i C  1'tX(11110Le6. 

a )  Sc i t  zsa+ib un nombre compiexe, où a e t  b sont  réels. 

Montyer que, S i  a<c, a lors ,pour  tou t  e n t i e r  kb l ,  xC4-k appa r t i en t  2 M (- ) - 
(x-2) (x-a)' 

b j  Soit p lus  gCnéralement P un polyndme u n i t a i r e  3 c o e f f i c i e n t s  r 6 e l s  OU complexes 

de d q r d  rial, dont t o u t e s  les rac ines  ont  une p a r t i e  r d e l l e  i n f e r i e u r e  ou dgale 

Montrer que, si acc, x ' appar t ien t  ~k,") 
a. 

Examiner l e  c a s  ae l a  fonc t ion  xw& . 
c )  Sczt R une f r a c t i o n  r a t ionne l l e  de degrd -n,oÙ n > 0 ~  dont tous  les pa le s  sont s l m -  

ples  e t  ont une p a r t i e  r d e l l e  i n fd r i eu re  ou dgale & a.l.1ontrer que si a < c , i l  e x i s t e  ur 

nomre r é e l  k>o t e l  que x 

se ramener au cas où n=? , en  considdrant x M ( x - a )  

Exaziner le cas  de l a  fonc t lon  x c) . 
d)  Soient y=o+i8 un nombre complexe t e l  que @ O  e t  o55<2n,et g un d lknent  l-periodloue 

de CooI@,(:. Prouver que l a  Conctlon XI+ f(x)=e'YXg(x) appa r t i en t  & B(eex). 

Hontrer, en revanche, que, sauf dans le cas OÙ B=o e t  g est cons tan te ,  il n ' ex i s t e  

pas  de nombre r d e i  k>o t e l  que f appartienne a H(keex). A c e t  e f f e t ,  on pourra 

ddvelopper g en s d r i e  de Fourier sous l a  forme 

R(x) appartienne 2 M [-) . Pour cela, on pourra 

n-1 R(x). 

+O0 

g ( x ) = x  c (g)eZinnx, où cn(g)z  n=-m n 

c a i c d e r  DFf en dé r ivan t  terme 2 terme, l ' d i r i r e  sous l a  forme DPf(x)=e-YXg P ix j ,  

e t  caiTJler Icn(g  11. 
p .  

F U  
9 p i  00s 
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II- CTUDE DE L'OPERATEUR A. 

1. E I d e  de 2 , o . p h z t e u  O. - J m  

a) DCterminer le  noyau de l 'mdanorphismc D. 

b) Determiner les va leu r s  propres et  les vecteurs propres de D. Ouels s o n t  les vec- 

t e u r s  propres appartenant a E+? - 2 I? 

c j  Montrer que l ' image  de D n ' e s t  a u t r e  que l e  sous-espace vec to r i e l  E de E cons- 

t i t u e  des fonc t ions  g tel les que 

d)  Comparer DK+) e t  E+OE,. 

e) S o i t  'Y un &lement de E+nE,i e t  g un d l h n t  de M(V). Fbntrer qu ' i l  e x i s t r  un 

dldment lf e t  un s e u l  de E+ tel que D Y  =' - y  et  h dldment f e t  un seul de E tel  que 

Df=g,et que, dans ces condi t ions j f  est un d l h n t  de M( 

f )  Enoncer e t  dknont rer  un r d s u l t a t  analogue lorsque  g appa r t i en t  P B(Y). 

1 

g ( t ) d t  converge. I:" 
1. Y 

22. CornmaLon de A et de D. 

Soit f un 416ment de E. 

a) Prouver que N, (Af )cNa(W), 

e t , p l u s  gdndralement, que, pour tout e n t i e r  p)l) 

( 1 )  NJApf 1 6 NJDpf). 

b) On suppose que l ' i n t 4 g r a l e  D f ( t ) l d t  converge. 
S o i t  ;y la fonc t ion  d e f i n i e  s u r  17 [c ,+acpar  le r e l a t i o n  x ( x ) = r l D f ( t ) l d t .  œ 

Prouver que, pour t o u t  tac, I A f ( t ) l i A X ( t )  et que, pour t o u t  &, 

1: A X ( t ) d G  f y r  (t)dt$X(c).  

En dedu i re  que IAf jappar t ien t  P E, et que N,(Af)@ (Df). 

C )  On suppose que f appa r t i en t  P fl(y), où c f e s t  un eldment de E+. 

Prouver qUe pour t o u t  p31; IAPf l  a p p a r t i e n t  P E, et  que 

( 2 )  

1 

N1 (rPf )dN1 (DPf 1. 
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Pbnt rer  finalment q"y appartient P c+ et que c'est l'unique C1-t Q E+ tel 

que A Y = Y .  

c )  So i t ,  p l u s  gCni ra l r rn t ,g  un 6 l h e n t  de H(Y),  oir Y t f + n E , .  P r w w r  que l a  

serie (39 )  est nomalement convergente sure,++ que sa socme f appa r t i en t  

M(cQ)  e t  que f est l'unique 6l-t de E t e l  qc 

d )  En-r e t  d6montrer un rCsul ta t  analogue lorsque  g appa r t i en t  B B( 

3. V a C e u ~  p~opaeb de t'endomonphbne A. 

a) DCterniner le noyau de l~endocnorphinœ A. 

b) DCterninr les va leu r s  propres  A et les vec teurs  propres de A : S i  X f l ,  on montrera 

d'abord que les vecteurs  propres de A considdrd come endomorphisme de t?sont les 

fonc t ions  f (XI de l a  forme f (x)=e-pg(x),  où y=Cr+iB, osB<Zn,et g est une fonction 

l -pbr iodique  de classe C non nulle, ; .on determinera ensu i t e  y pour que f oppar- 

t i enne  B E.0n é tud ie ra  e n f i n  le  cas  OÙ X=1. 

A f = q .  Y Y 
O 

). Y Y 

III - ACCELERATIDY DE CD\'.'E?CEVCE BE? 5E%IE5 ALTECNEES. 
e 

c j  Soit h une fonction l+&lodique de c lasse  c a valeurs réelles pos i t i ves .  Dans cette p a r t i e ,  or: suppose que c=o. 

Prouver que les coe f f i c i en t s  de Fourier de h sa t - s fon t  aux lnega l l t d s  

c 0 ( h ) p  e t ,  pour tou t  nfo ,  Icn!hii$c 9 (h ) .  

A cet e f f e t ,  on pourra Ccrire, que pour tout h%o et  tou t  nmore réel 6, 

f h ( t ) E - c o s  !2mt+6ld t3o ,  - et  exorimer c e t t e  i n t ég ra l e  h l ' a i d e  de 

1. Encad.lment A . t c ~ t e  îouciue 2e tcme qéndtal apwttitient à E+. 

S o i t y u n  élement ce 
-+* 

+a 

a )  Montrer que 1z s e r i e  a l t e rnée  

somne.Pour tou t  e n t i e r  n)o, on Dose Sn(Y)= e o ( - l ) 9 ( k )  et P n ( ~ ) : ! - l ) r r + l ~ ( ( p ) - S n ! y ~ .  

! - l ) k p ( k )  e s t  convergente. On note S(r) s a  ic=0 

..L- O 

co(h),  cn(h)  e t  cn(h).  

d )  En dbduire que, SL ;,$;, les vecteurs ;:=ores de 3 aoparttnznt à [+sont de l a  forme 

b)  Prouver que, pour tou t  e n t i e r  n)o, 
Y 

d )  Prouver finalement que, pour tout e n t i e r  n a l ,  
IL h a n e  de  . t * a d o m o a u h h  A. 

a )  Prouver q w  si 

( 3 )  =2; n=o y(x+n) ,  

yEE+, a l o r s  "=Arp appar t ien t  à E+hE, e t  que, pour t o u t  xzc l  
1 

+O0 

cette &rie d tan t  convergente. 

En déduire que, si f appartient a M ( v > ,  a l o r s  g=Af a tmar t len t  

2. Majoarcction du .TL& QU. dcnun&n. 

S o i t  f un élémen: de E appartenant h M(T), où 'Q appar t ien t  h E+. 

a )  Prouver que 1z série g o r - * ' k F ( k )  converge ; pour ce la ,  on pourra d 'abord 

é t a b l i r  que 1z serie go Af:ïc  est absolument convergente. 

On pose a l o r s  

M(y) et  Que, pour 
1 4- 

-# E tou t  X X ,  

( 3 ' )  f (x f  =n=09(x+"), 

c e t t e  série Ctant absolument convergente. 
+œ 

b) RCciproouement, s o i t  Y un élCment oe E l f i E l ,  montrer que l a  s6rle ( 3 )  est nonna- 

iement convergente s u r E , + q ,  e t  que, s l ~ d é s l g n e  s a  s o m ,  
(5) S ( f ) = g  -:"f'k), 

4.- e t  on dt5flnlt 5-  r ,  et  Rn(fj c m e  au 1.a). 
y ( x j  $'(x)+ j l/'(t)dt. 

X 

1 
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b) Prouver que, pour t o u t  e n t i e r  "21, 

( 6 )  lRn ( f ) l $  t y ( n ) .  

3.  AcchCchdon de convuqence. 

S o i t  

devant 

un élément de E+ t e l  que, pour t o u t  e n t i e r  p)o, IDPC1ff 1 s o i t  neg l igeab le  

1 au vois inage de + d ,  e t  f un Blément de fl(y). 

On se propose d 'acce le rer  l a  converqence de S,(f) vers 5 ( f )  en determinant un Lrve lop-  

pement asymptotique du res te  R ' f )  ; 

Rni;f,, e t  on i t è r e  ce processus. 

cet  e f f e t ,  on exprime P n ( f '  en fo r i r t i on  de 

a) Dc.,ctivtion du uaocidé d'accétéaation de convetoence. 

ProuLer qire, pour tou t  e n t i e r  n p ,  
L 

En ddouirr  qiir, pour tou t  e n t i e r  p)1 e t  tou t  e n t i e r  n?o, 

( 7 )  H,(f)=U f ( w i ) +  1 R !Apf), 
P zp 

oÙ II est  l'endomorphisme de E d é f i n i t  par l a  r e l a t i o n  
P 

Un pose a lo rs  

h: M a j o u i i o n  du 7 u t c  u . d o c i é  L cc paocédh. 

E t a b l i r  que 

(10) 1S( f ) -? [ f )  -IDp 1 1 .  
?P+ 1 .. 

Prouver que, s i  Y es t  à valeurs str ictement pos i t i ves ,  

(11; IS(t#,-Spiyj l w l l @ p y ' n )  1 lorsque n tend vers +*. 

Pour cela,  on é t a c l i r a  d'abord que, pour tou t  e n t i e r  k p  e t  t o u t  nombre réel  b>p, 

Dky 'n+b ihCky? 'n )  : on montrera ensui te que, pour t o u t  nombre réel x y ,  

I@kffix+k) 1:; k y : y , < ' D k r f i x ) /  ; on u t i l i s e r a  e n f i n  l 'encadrement ( 4 ) .  

p+l 

c )  StabiLité de ce pockdé. 

So i t  F l 'espace des fonc t ions  continues bornées sur 

9 p I  
m a  drn 

N 
N On considkre A e t  U c- des endaorphismes de F. 

P 

En déduire l a  p réc i s ion  h l aque l le  an ob t ien t  U f (n+l)  lo rsque les va leurs  de f sont 

calculees B l a  p rec i s ion  IO-'. 

f c r i r e  un a lgo r i t hne  permettant de ca lcu le r  U f (n+l)  à p a r t i r  des va leurs  f(n+1), 

f ( ~ 2 ) .  . . . ,f (n + p). 

P 

P 

d )  Indiquer comment on peut Ctenare les rCsu l ta t s  précédents lorsque 

surE,-&[, ou d>o, e t  que n)d. 

e s t  d é f i n i e  Y 

k .  E I d c  d'an exempee. 
1 -8 
3 On prend f : x ) -  - , e t  on se propose oe ca l cu le r  S ( f )  a l a  p r é c i s i o n  10 

a; l lontrer que, surF ,+ML, fappar t ien t  à MY,, où y ( x ) =  - .Calculer c:= 'ld'yln)I. 2P+1 

h)  Drtermlner un e n t i e r  n 

1 
C I  Lc choix de p e t  de n Etant a i n s i  ef re t tué ,  c a l c u l e r  S:(f) B l a  p r é c i s i o n  7 
r- q u i  f o u r n i t  S ( f )  a l a  p rpc i s ion  10-E. 

conrerrinnt l ' o b t e n t i o n  e f f e c t i v e  de ce t re  o rec i s ion j .  

. 
x +1 - 

1 

(x- 3 3  

t e l  que ;O, 6 10-'. Quel cho ix  pour p e s t - i l  pe r t i nen t  
P P 

P P 
2n donnera tou tes  les j u s t i f i c a t i o n s  U t i l e s  


