C.A.P.E.S de MATHEMATIQUES

SESSION DE 1987

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DUREE : 5 heures

L'objectif de ce probleme est d'étudier 1'opérateur 4, ce qui fait 1'objet de la
partie II,et d’exploiter cet opérateur pour construire et étudier un procédé d'accélé-
ration de convergence des séries alternées, du A L.tuler, ce qui fait 1'objet de la

partie IIl. Dans la partic I, on explore quelques propriétés de [ et de E+ utiles

pour la suite. )

I - ETUDE DE LA DOMINATION PAR UN ELEMENT DE £
+

La qualité de la rédaction, lo clarté et la précision des raisonnements inserviendron: pour une part

importante dans U'appreciation des copies.
candidats pour la suite du probléme.

L’usage des instruments de caicul,

calcuiatrice programmabie et alphanumérique — i foncti
conformément 4 la circulaire n° 86-228 du 28 juiliet 1986.

NITATIONS

Les résultats indiqués dans l'énoncé peuvent étre utilisés par les

en particuiier des calculatrices électroniques de poche — y comoris
au , non impri est autorisé

F£Y ORJECTIF Di PROBLEME

. N . w0
Dans tout ce probleme on désigne par o ur nembre reel positif ou nul, et par C

1'espace vectorie! des fonckions 3 valeurs reelles ou complexes, indéfiniment deériva-

bles sur l'intervalle [c .+°°(.

G~ désiane par [ le sous-espace vectoriel ce [

% conctitué dec fonctions £ ngmetiont C

) . ©
cour limite en ~es glnsi oue toutes leurc carivces successives |

Pour tout élement f de £, on pose

N fFYz o Suplfit)y,
bt t2e
-0
et xﬁm:f IFEE) fdt
c

lorsque cette intéagrale converge.
On désigne par E+ 13 partie de €
et telles que, pour tout entier p

Cr pnte D et £ les endomorphismes

définies par les relations DF{x)=f'(x) e: A¥ix)zf{x)~f(x+1). Enfin, 1'application iden-

constituee des fonctions f & valeurs réelles positives

>,‘.,";-‘1\'C" PJ Soit a valeurs réelies positives,

de [ guil 2 tout élément f associent lec fonctions

tique de T est notée I. On observera gus les endomorphismes D et . commutent. ce aqu'on

serira Do=AD.

1. Stabilité de E,.
a) Prouver que £ est une sous-algébre de 1'algebre C“.

b) Prouver aue si (.f et lr sont des éléments de E+, alors L{+lf/ et Y’l’appartien-

-

nent encore & t_, ainsi que A(f, ol A est réel positif.

c) Prouver gue, pour tout élément lf de E*, —Dl{et A\( appartiennent encore a E+.

2. Etude d'cxermfes,

N : < : “QX -
a) Déterminer les nombres réels o tels que la fonction x +» e appartienne

an .
-

b) Oézerminer les nombres réels a et a tels que la fonction x» lh.)(x-a)-a

appar-ienne & E+.

N : 1 h L N

¢ “rcuver gue la fonction x k#=———— n'appartient pas & E+.
2,4
X+

3. Domuiation pa: un éfément de E_.

So1* qur slément de E*. Gn note M(l(} l'ensemble des éléments f de C* tels
N

que. oour tout p3c. ]Dpf’<!Dplf{, et 5(!{) l'ensemble des éléments f de C*

telz cue, pour tout ppo, il existe un nombre réel up>o tel que !DP*F ;faple((}.

a; Prouver B((() est un sous-espace vectoriel de £, et que,pour tout élément

+O
f ae E((f) ,1'intégrale J {oPF{t)]dt est convergente.
c

b} Soient Pet ¥ des éléments de E+. Montrer que si f appartient 3 M(c{) et
i

g & "(¥), alors f+g appartient & Mg +¥), fg appartient & M(Y‘i’), et Af

appartient 3 M(i)\!L{), pour tout nombre complexe A.

¢, Prouver que, si f appartient 3 M('{}, alors Df appartient a M(]D(f!).

Tournez la page S. V. P,
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d) Soit f un élément de M(Y) ; prouver que, pour tout nombre réel x3c, II - ETUDE DE L'OPERATEUR 4. 33
L ma
|f(x)-f(x+1)|\<‘((x)— 'f(x+1). 1. Etude de L'opérateur O. N
A cet effet, on pourra utiliser la relation a) Déterminer le noyau de 1’endomorphisme D. g
x+1
fFx+1)-f(x)= f fr(t)dt. b) Déterminer les val
1) N veleurs propres et les vecteurs propres de D. Quels sont les vec-
teurs propres appartenant 3 £ ? =
Etablir que Af appartient & M(M{). + 211_
Soit élément de E . Prouver que Ay appartient a M(|D¥}) et, plus . ) =3
e) So01 ({ un élément de E_ q ’f pp | ‘f" » P c¢) Montrer que 1l'image de D n'est autre que le sous-espace vectoriel [1 de £ cons- =
iné P ient a M(|DP@]). . + €0
généralement, que pour tout p31, A (.r appartien (] ﬁﬂl titué des fonctions g telles que g(t)dt converge.
c

4. Efude dtexemples. d) Comparer D(E)) et E NE,.

a) Scit zza+ib un nombre complexe, ol a et b sont réels. e) Soit ¥ un élément de E’n 51'. et g un élément de M(¥). Montrer qu’il exist: un

Montrer que, si a<c, alors,pour tout entier kpl, x> 3 appartient 3 M ( - ) . élément lf et un seul de E_ tel que D({ = -S” et un élément f et un seul de E tel que

{x-2) {x-a)¥
Dfzg,et que, dans ces conditions,f est un élément de M( Y).

b) Soit plus généralement P un polynfme unitaire 3 coefficients réels ou compolexes
f) Enoncer et démontrer un résultat analogue lorsque g appartient a B(Y).

de degré ny»l, dont toutes les racines ont une partie réelle inférieure ou égale 3 a.
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Montrer que, si a<c, x»w.'-x—)- appartient a M%)n) 22. Comparaison de & et de D.

Examiner le cas de la fonction xH-x—z:i- . Soit f un élément de E.
) a) Prouver que N, (Af)gN (Df),
¢) Scit R une fraction rationnelle de degré -n,ol n>©y dont tous les pbles sont sim- b
' . 4 ) et,plus généralement, que, pour tout entier p3i )
ples et ont une partie réelle inférieure ou égale & a.Montrer que si a<c,il existe ur
y P P,
nompre réel k>0 tel que x = R(x) appartienne 2 Mfk—\n) . Pour cela, on pourra () NL8TF) g N (D f)'*c
X3
( n-‘}l b) On suppose que 1'intégrale J |[DF(t)|dt converge.
se ramener au cas ou n=! , en considérant x p (x-a)  R(x).

- : : 2 c o
) Soit X 1a fonction définie sur [c,+w[par la relation K(x): |of(t)|dt.

Examiner le cas de la fonction x +=—d Pracill

N Prouver que, pour tout tzc, [AF(t)|gAY (t) et que, pour tout x)’é,
d) Soient y=a+iB un nombre complexe tel que a>o et ogb<Zm,et g un élément 1-périodiaue x c+1
de " (R). Prouver que la fonction x m=p f(x)=e~Y*g(x) appartient 3 B(e™X), f: A ) (t)dtg fc x(t)dt‘(X(c).
Hontrer, en revanche, que, sauf dans le cas ou B=o et g est constante, il n'existe En déduire que ‘Aflappartient Y El et que N1(Af)$~l1(0f).
pas de nombre réel k>o tel que f appartienne 2 M(ke™*). A cet effet, on pourra ¢) On suppose que f appartient 3 M(\f), ot (fest un élément de £

.
développer g en série de Fourier sous la forme Prouver que pour tout p31, [aPf| appartient a £, et que
+60 1 (2) N, (&P P
i Y &VFIgN_(D7F),
g(x):rgncn(g)ezmnx, ol cn(g)= j g(t)e zmntdt, 1 1

. [
calculer DPf en dérivant terme 3 terme, l'écrire sous la Forme Dpf(x)ze.ngp(x),

et czizuler Icn(gp)!. Tournez la page S.V.P.



3. Valeurs propres de L'endomorphiame A.

a) Déterminer le noysu de 1'endomorphisme A.

b) Déterminer les valeurs propres A et les vecteurs propres de A : Si A#1, on montrers
d'abord que les vecteurs propres de A considéré comme endomorphisme de C*®sont les
fonctions fy(x) de la forme fy(x)=e°ng(x), ol y=a+iB, ogB<Zm et g est une fonction
1-périodique de classe C‘non nulle ; .on déterminera ensuite y pour que 1"Y appar-

tienne 3 £.0n étudiera enfin le cas ou A=1.

¢) Soit h une fonction l1-périocdique de classe C 3 valeurs réelles positives.

Prouver que les coefficients de Fourier de h satisfont aux inegalités

co(h)><o et, pour tout nfo, |'cn(h)i\<cq(h).
A cet effet, on pourra écrire, que pour tout hZo et tout nomore réel &,
fh(t)[‘l-cos {ant-ré).ldt;o, et exprimer cette intégrale 3 1l'aide de
o —
co(h), cn(h) et C.n(h)'

d) En déduire que, si \#}, les vecteurs zroores de 3 appartenant E+sont de la forme
>
X r-»ke‘ax, ol a>o et k>c. Pour cela, on observera que si fY appartient 2a E*, alors
(.r =fizf f. appartient aussi 23 E+, on calculera Dp(fen développant gg en série de
Y Yy

Fourier, et on montrera que, pour tout nza, cﬂ(gg’):o en appliguant le résultat du c)

4 des fonctions h convenables.

&, Imaae de 2'endomoxphisme A.

a) Prouver que si \FEE+, alors ?:AL{ appartient 2a E*n E.I et que, pour tout x3c,
o

-
3 o) =25 Wixen),

cette série étant convergente.

En déduire que, si f appartient 3 H(l‘l), alors g=Af appartient a M(¥) et aque, pour
tout x3c, 420

(3" f{x) =2;;g(x+n),

cette série étant absolument convergente,

b) Réciproquement, soit ¥ un élément ce T A E1, montrer gue la série (3) est norma-

lement convergente sur Ev""[' et que, sl lfdésigne sa somme,
+ a0

b g¥( )-.-j (t)dt.
g e Ly

II1 -

Montrer finalement que t{ appartient & E‘ et que c'est l'unique élément de £ tel
-

que A!f =Y.

c) Soit, plus ge‘ne‘raleaent)g un élément de M(Y¥), ou !’:E;AE.'. Prouver que la

série (3') est normalement convergente surfcn-o{ Que sa somme f appartient 3
H(l() et que f est 1'unique élément de E tel q Af=g, )

d) Enoncer et démontrer un résultat analogue lorsque g appartient 2 B(YI).

ACCELERATION DE CONVERGENCE DES SERIES ALTERNEES.

Dans cette partie, on suppose que €=0.

1. Encadrement du xesie foxsque 2¢ terme général appartient a £,

Soit \? un élémen: ce g,.
+o0
a) Montrer que ls série alternée ;2;_-!-: (-1)k?(k) est convergente, On note S(¥) sa

n
somme.Pour tout entier n3o0, on pose Sn(‘f): E}(-})k‘f(k) et Rn(({)z(-‘1)m1[5(‘f)-$n(({)7.

b) Prouver que, pour tout entier n3o,
-~
oan(?) .j.:ivfn-bZQ-bU 3

as=o

en déduire que lz suite R (f} est décroissante.

c) Etablir que, pour tout entier nao,
. - N A
R#YH&W?$—qnﬂh
d) Prouver finalemen: que, pour tout entier nl,

(W) 3 Yl P 00 < 3 Pini.

2. Majoration du reste par dominaidon.

Soit f un élément de £ appartenmant 2 M(‘f), oy ‘f appartient 3 E,.
)

a) Prouver que lz série ;o-f-'.fxf(k) converge ; pour cela, on pourra d'abord

- o

série 2o Afizg. est absolument convergente.

établir que lz
G=o

On pose alors

-+ ®
PRE PN
(5) S(f')=kZ:c -1k,

et on définit S _F; et Rn(f) comme au l,a),

Tournez la page S.V.P.
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b) Prouver que, pour tout entier n31,
1
(6) !Rn(f)ls -Z-(f(n).

3. Accélénation de convergence.

Soit (,f un élément de E_ tel que, pour tout entier p3o, IDpH((l soit négligeable

devant IDptf! au voisinage de +ee, et f un élément de H(‘f).

On se propose d'accélérer la convergence de Sn(F) vers S{f) en déterminant un uévelop-
pement asymptotique du reste Rn(f') ; 3 cet effet, on exprime Rn('f,‘. en fonction de

Rn(.‘-.f‘}, et on itére ce processus.

a) Desciiption du procédé d'accélération de converaence.

Prouver que, pour tout entier no,
A Y

1) —s

1
Rn(f7: ? flnel)+ RniAf).

En déduire que, pour tout entier p31 et tout entier n3o,

4,
AY s - 1

(7 R (=0 Fine i) > R (8PF),

ou Up est 1'endomorphisme de E définit par la relation
1 1,12 1 ,p=1

A | = - - = —

8) Lp-21+aA+BA¢...+ A,

2P

UOn pose alors

( Prryzs (F)aro1)™ T
(9) n f,-Sn..)-«»., 1) Upf(m-‘l).

b} Majoration du 1este asscedé d ce procédéd.

Etablir que

1
~p+1

{10 1s(r)-9:(r)!s

{oP Yl
Prouver gue, si({est a valeurs strictement positives,

S 15 -SP g v —— | pP .
(113 |5(‘f/ sn‘({, LY «P*’ID l.( n)| lorsque n tend vers +w
Pour cela, on étatblira d'sbord que, pour tout entier k>0 et tout nombre réel byo,
Kep: . , .
D \f‘.mb;«. Dk?-r\) 1 on montrera ensuite gue, pour tout nombre reel x30,

Kep: TerKiproson Cr .
ID l{.x-o-k){fz‘ \f\x;sng (f(x)i ; on utilisera enfin 1'encadrement (4).

c) Stabilité de ce procédé.

Soit F l'espace des fonctions continues bornées surE:,-noE.
On considere A et U_comme des endomorphismes de F.
Montrer que, pour tout €lément h de F,

Ny (U RIS ENg (h. :
En déduire la précision 2 laquelle on cbtient Upf(n+1) lorsque les valeurs de f sont
caleuldes & la précision 10T,

Ecrire un algorithme permettant de calculer Upf(n+1) 3 partir des valeurs f(m+1),

f(ne2)yeeayfin+ p).

d) Indiquer commen: on peut dtengre les résultats précédents lorsque l{est définie

sur[c‘l,no[, ou d»o, et que n3d.

Etude d'un exemple.
On prend fix)= —;-— , et on se propose de calculer S(f) & la précision 10'8.
P |
N T . s N 1 1 D,
a) Hontrer que, sur[‘:,vaﬂl,f appartient a .'4.((.(). ob f(x)= —5— .Calculer €ﬁ= ,,p+1|D‘( .

*Z

1078, Quel choix pour p est-il pertinent ?

3] o

h) Déterminer un entier o tel que ei &
P
- . s -8
¢) Le choix de p et de np étant ainsi effectué, calculer Sg(f) a la precxsmn% 10 -,
e qui fournit S(f) a la precision 10'8. ‘Gn donnera toutes les justifications utiles

concernant 1'obtention effective de cette précision).
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