MINES-PONTS
MATHEMATIQUES PSI 2003 (2-EME EPREUVE) CORRIGE

Premiere partie
1. M est un espace vectoriel de dimension 9. Donc C est de dimension 18.

2. C est par définition I'espace vectoriel produit cartésien de I’espace vectoriel M par lui-méme. De plus la loi *
- est associative car

(P,Q) = (R,S)) * (T,U) = (P.R,P.S + Q.R) = (T,U) = (P.RT,P.RU+PST+Q.RT)
(P,Q) * (RT,R.U + S.T) = (P,Q) * (R, S) (T, U))

- posséde un élément neutre qui est le couple (7,0)
- est distributive a droite par rapport a ’addition car

(P, Q)+(R,9)*(T,U) = (P+R,Q+5)*(T,U) = (P+R).T,(P+R).U+(Q+5).T) = (P,Q)*(T,U)+(R, 5)*(T, U)

- est distributive a gauche par rapport a l'addition par un calcul similaire
- est compatible & la multiplication par un scalaire c’est a dire

AP, Q) * (R, 5)) = (MP,Q)) * (R, 5)) = (P, Q) * (A(R, 5)).
Donc C est bien une R-algebre associative unitaire.

3. On sait déja que la loi * est associative et que son élément neutre est dans G. De plus le produit (T,U) = (P, Q) *(R, S)
de deux éléments de G vérifie T = P.R € SO(R?) et, sachant que ‘P.P = I,

'TU + UT =* R'P.(P.S+Q.R) + (*S'P+' R'Q).P.R=' R.(‘P.Q+'Q.R).R+'R.S +' S.R = 0.

La loi * est donc interne. Enfin, le symétrique & gauche du couple (P, Q) est le couple (*P,! Q) d’apres la relation
définissant G et il suffit de multiplier cette relation & gauche par P et & droite par ‘@) pour montrer qu’il est aussi
symétrique a droite. Donc G est un groupe.

4. H n’est pas vide puisqu’il contient le couple (I,0), est stable par produit et par passage au symétrique. C’est donc un
sous-groupe de G ; I'application (P,0) — P est évidemment un isomorphisme de groupe de H sur SO(RR?).

5. A est formé des couples (I,Q) tels que @ soit une matrice antisymétrique ; il contient le couple (1, 0), est stable par
produit et par passage au symétrique. C’est donc aussi un sous-groupe de G ; il est commutatif et isomorphe au groupe
additif des matrices antisymétriques.

6. e étant I’élément neutre de G,

t _ 3
@ =co{ ety = B0

En ajoutant la condition det(P) = 1, on obtient 1’équivalence demandée.
Deuxiéme partie
7. Soient @ = ayi + agf+ agl; et & =11+ a:gj+ $3E. Alors

-

ANT = (agxs — CL3$2>;+ (azx1 —a1x3)j + (@122 — agxl)E.

0 —as as
La matrice Pz est donc as 0 —aq
—az aq 0

8. Avec des notations analogues, la linéarité de r donne

-,

¥ = (z2y3 — 583?/2)7"(;) + (w3y1 — w1y3)r(j) + (z1y2 — $2y1)T(E)~

A
Or la base (r(i),r(j),r(l;:)) étant orthonormée directe, le produit vectoriel de 7(Z) = z17r(i) + z2r(j) + z3r(k) et

de r(¢) = yir(i) + yo2r(j) + ysr(k) peut étre calculé dans cette base ce qui redonne le résultat précédent. Donc

9. 10 pa() = (@A) = (@) Ar(F) = py o r(Z) avec b = 1(a).



10.

11.
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19.

20.

OM Ail = (Wi + AM) Ni=O0ANT puisque AM et @ sont colinéaires. Donc @ = OM A @ est indépendant de M sur
D. De plus 4 et v sont orthogonaux.

—

i A ¥ est une solution particulicre de 'équation. En effet, puisque ||@| = 1, (@ A7) A @ = ||i@||* 7 — (@.0)@ = 7. Toute
autre solution s’obtiendra en ajoutant a celle-ci une solution de I’équation ”‘homogene”” & A @ = 0, c’est a dire un
multiple de @. La solution générale est donc & =4 AU+ A (A € R.

L’ensemble des points M tels que OM) AU = v est donc la droite affine dirigée par 4 et passant par le point A tel que
OA) =inw.

-

Pour @ =i et 7=bj + ck, OA = —cj + bk.

ol ¢ désigne +1.

La droite D' = r(D) est dirigée par le vecteur unitaire r(%). Ch0151ssons u' = (i) et prenons o = r. Smt A un point
—

quelconque de D. Alors 7 = OA A di. De plus, si A’ = d(A), le vecteur v’ est donné par v/ = OA’ A/ = OA A r(@). Or

— -

OA" =a+ r(m) Donc v/ = @ A r(i@) + r(OA) A r(i@) = pg o r(@) + r(¥). Donc 8= pzor.

Puisque la construction précédente peut étre faite a partir de n’importe quelle droite D, on doit avoir a(@) = r(@) pour

tout 4 ; « est donc déterminé de maniére unique. Des lors, 8(#) = pz o r(@) pour tout #@ prouve l'unicité de .

A est la matrice d'une rotation, donc dans SO(R?). D’autre part, B = P;. Adou?A.B+!B. A=t A.P;. A+'A'P;.A=0
car Pz est antisymétrique. Donc (4, B) € G.

La connaissance de A donc de a détermine entierement la rotation r. Celle-ci étant inversible, la connaissance de
B = pz or (ou de sa matrice)détermine entierement pz donc @ (cf. 7.). Par suite, le déplacement dest entierement
déterminé par le couple (A, B) et 'application J est injective.

costy —sind 0

« est la rotation d’axe Oz et d’angle ¥ de matrice | sind cos®¥ 0 |. Le vecteur @ = OO’ est le vecteur f—&— k et
0 0 1
on en déduit la matrice B de (:
0 -1 1 cos? —sind 0 —siny  —cos? 1
B= 1 0 0 sind  cosd 0 | = cos? —sind 0
-1 0 0 0 0 1 —cos? sind 0
T=1 |, J’:cosﬂfqtsinﬂf . T=yojANi= fyol;:',

—.»

=r(yoj 4+ j + k) A’ = (yo(—sindi + cos¥) + j + k) A (cos¥i + sindj) = — sin i + cos 9] — (yo + cos ¥)k.
On vérifie que a(7) = —yok d’ott v/ = () — sindi + cos 9] — cos ¥k = a(7) + B(i).
Soit maintenant un couple (A, B) € G. On peut évidemment associer & la matrice A € SO(R?) une rotation r

de matrice A dans la base B = (;, 7, E) La matrice B.A™! = B.'A est antisymétrique puisque *(B.!A) = A'B =
A'B.A'A=—-A'A.B!A=—B.'A (on a utilisé d’abord A~! = A puis la définition de G).

0 a f
Elle est donc de la forme —a 0 v |, clest adire égale & Pz avec d = —754— ﬂf— ak. Donc I'application J est
-8 - 0

surjective.

Pour que la droite associée au couple (@, ¥) soit invariante, il faut et il suffit que { Z(U (e = =£1).

> Ier cas. Si d est une translation, aucune droite n’est invariante.

> 2éme cas. Si A n’est ni la matrice I ni la matrice d’une rotation d’angle 7 (retournement), on doit choisir ¢ = 1.
Alors D est parallele a ’axe de rotation et §(@) = pa(4) = @ A4 ot (a —id)(V) = —ad AU ().

> Jéme cas. Si au contraire A est pas la matrice d’un retournement, il faut ajouter aux solutions précédentes celles
correspondant & € = —1. Le vecteur « est alors orthogonal & 'axe de rotation, 5(@) = —pz(@) = —aA T et (a+1id) (V) =
—aNnd (k).

Dans le deuxieme cas, rg(a —id) = 2 et Im(a — id) est le plan orthogonal & @. Il y a donc toujours une solution @
de I'équation (o —id)(V) = —a AW (*) et cette solution est définie & addition pres d’un vecteur porté par I'axe de
rotation. Une seule de ces solutions est orthogonal a .

Dans le troisieme cas, rg(a + id) = 1 et Im(a + id) est Paxe de la rotation. L’équation (a + id)(v) = —@ A 4 (%)
ne peut donc avoir de solution que si @ est dans le plan orthogonal a ’axe de rotation et la solution est alors définie &
I’addition pres d’un vecteur de ce plan. Parmi ces solutions, un sous-espace affine de dimension 1 est formé des vecteurs
orthogonaux & 1.



. Si¥#0 (mod), on doit prendre @ = k (au signe preés) et 'unique vecteur ¥ cherché, de la forme ¢ = zi + yj doit

vérifier
costy—1 —sind z\ ([ -1 (%)
sind  cosd —1 y ) O

e *) 2 1 cost — 1 sin 9 -1
y /] 2—2cos? —sind  cos?¥ —1 0
1- sind -

Si=cit——j.
Y 2H_2(1—cosﬁ‘]

Sid=m (mod2r),il n’y a pas d’autre droite invariante car @ = j+ k nest pas orthogonal a ’axe de rotation.
Si =0 (mod2n), d est une translation et il n’existe aucune droite invariante.



