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CONCOURS INTERNE SESSION DIE 1989
ET .
CONCOURS D'ACCES A L'ECHELLE DE REMUNERATION DEUXIEME COMPOSITION
DES PROFESSEURS CERTIFIES DE MATHEMATIQUES

Dukée ; S heures

L'usage d'instriments de calcud, en pardiculier d'une caleulatrice électronique de poche — éventuellemen
programmable et alphanumiérique — d fonctionnement autonome, non imprimante, est auorisé conformément d
la circulaire n’ 86-228 du 28 juiller 1986.

Matériel d fournir : 5 feuilles de papier quadrillé § X 5.
L'épreuve comprend trais parties. Les deux premiéres s'organisent autour d'activitds qui se situent au

niveau de la pratique de la géométrie. La derniére partic replace sur un plan plus général des propridtés qui ont
été dégagées dans les activités, .

PREMIERE PARTIE

Soit dans le plan orienté un triangle PQR de scns direet. La construction de triangles UVW, éventuclic-
ment aplatis, tels que
0 PU+QV+RW=0
PU = QV=RW,
fait 'objet de cetle séquence, ,
1t est canseillé, pour la figure d'étude, de prendre PQ =8, QR = 10 ct RP = 12, Funilé de longucur
étant le centimetre,

1. a. On suppose construit un triangle UVW vérifiant (1). Soit T le point défini par UT = QV .
Montrer que TP = RW et que le triangle PUT est équilatérat pour U distinct de P,
b. Déduire de 1a question précédente une construction des triangles UVW dont le sommet U est un point

“donné du JLI\g’ln_dislinct de P et qui satisfont a la condition (I). Donner, pour chaque solution, la
valeur de (QV, RW) |2x] .
2. Soit UVW un triungle satisfaisant a () ¢t tel que (QV, RW) = — %ﬂ [2a].

a. Montrer que W est 'image de V dans la rotation 2, d'angle — ;31! transformant Qen R,

b. On note O, le centre de la rotation &, ¢t O,, O, les centres des rotations 2, ¢t @, d'angle — %ﬂ
transformant respectivement Ren Pet Pen Q.. -
Déterminer la nature de la composée #3005, de ces rois rotations. En déduire que le trian-
gle 0,0,0, est équilatéral.

¢. Démontrer que les points U, V, W sont les symétriques d'un point du plan par rapport aux
droites (0,0,), (Q,;0,) et {0,0,) respectivement. Justilicr alors la propriété suivante :

« Soit § un point du plan distinct des sommets &1 trinngle 0,0,0,. Les points U, V, W, symétriques de
S par rapport aux droites (0,0,),(0,0,) ¢t {O,0,) respectivement, sont les sommets d'un triangle
satisfaisant a (1) et tel que, si U # P, (QV,RW) = - 231! 2m].»

. Que se passe-t-il si § est un des sommets du triangle 0,0,0, ?

3. Soit UYW un triangle satisfaisant & (1) . Démontrer que les triangles PQR et UVW ont le
méme centre de gravité qui est aussi le centre de gravite du triangle équilatéral 0,0,0, .
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2. Lepoint M est limage de N dans l'affinité orthogonale daxe DD, e1 de rapport 42—
- a
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DEUXIEME PARTIER

Pour cette séquence, I'énoncé décerit enticrement la situation. On sc bornera a faire des figures utiles et a

justificr tes propriéics en italique,

Les données sont ;

— deux droites D et D, perpendiculaires et sécantes en O

— deux nombresréels 1, 1> 0, et a,a # 0 ¢l a # 1.

Deux points mobiles A ct B se déplucent sur D ¢t D, respectivement de fagon que AB = /. Les
points M et N sont définis par: AM = a AB, ON =AM .

Pour les figures, on prendra /= | et a = (,2, I'unité de longucur étant 10 cn.

’
1. Lepoint N décrit le cercle de centre O et de rayon |«| I lorsque A se déplace sur D, .

1

3. Lepoint M décrit, pour a # =, une ellipse d'uxes D, et D, ,

2
APPLICATION ;

Soit l'ellipse d'équation 9x? + y? = 36 duns un repere orthonormal (07, 7). Expliquer le tracé de cette
ellipse a l'aide d'une bande de papicr de longucur 8 em sur laquelle est marqud an point i la distance 2 cm de

Pune des extrémités.
e

Les doonées sont & présent :
- deux droites D, et 1J; perpendiculaires et sécantes en O ;
— deux points A, et B, distincts de O, appartcnanta Dy et D, respectivement.

Létude de Pensemble F des antidéplacements f du plan tels que f{A) et f(B,) apparticnacnt respee-

tivementd Dy et 1), estle theme de cette séquence,

1. @ Déterminer les symétries orthogonales appartenant i Fensemble F,

‘b. Soi.l Iple mi‘lictl du segm_et}! AuBy. Démantrer que Fensemble des images | de 1, par les antidéplacements
{)cs;‘lclt)ccule ¢ circonscrit au triangle 1,1,1,, ou |, et I, désignent les symétriques de 1, par rapport a
1 2
Dans la suite, on note  I'ensemble des triplets (a, f, y) € R* tels que :
- atfty=1; :
—  le barycentre | des points pondérés (1, a), (1, B) (1, y), soit: OT = « OF, + § OT, + y OT,,
est situé sur le cercle @,
~ ~
On montrera que cette dernitre propriété Squivaut i ufd + Py sin? B, + yasin? Ay =0,

~ o < 4 9 " [ o f g H
o A, et I}, désignent les mesures des angles de somimets A, et B, du triungle reclangle 0A
0t

. Soit (a, f,y) un élément de Q et g I'application du plan dans lui-méme qui, & toul point M, associe le

point M, barycentie des points pondérés (M, a), (M, B), (M4, ), oit My, M, et M désignent les symé-
irigues de M, par rapport aux droites D, 1, ¢t {A,B,,) respectivement.

4. Soit M, et N, deux points du plan et M, N leurs imuggs parg.
Démontrer que MN=aMN,+pMN,+yMN,.
Calculer MN ca fonction de M, N, ¢t en déduire que g estune isométrie.

b. Montrer que les points A = g(Ag) et B = g{B,) apparticunent respectivementa Dget D, .

¢. Soit O; le symétrique de O par rapport a fa droite (A 13,). Montrer que les points (.), ()— £(0),
0} = g(0,), A = g(A,) et B = g(B,) sont cocycliques. Le plan ctant orientd, Stablir égalité dangles
de droites ; (0,1, 0,0) = — (O}B, 050°) etendéduire que g st un antidéplacement.

d. Etablir que I'ensemble F des antidéplacements f est égal a Fensemble G des applications g associces uux
éléments de Q .

3. Soit M,, un paint du plan cif un élément de F.
. Montrer qu'il existe unc unique application affine.s¥ du plan telleque: s (1) = M, & (L,) = My, & (1,)

Prouver que M = f(My) estlimagede 1 = f(l,) parcetic application affine & ¢t que, ennotant :
ZL(My) ={f(My); fEF], ona 2 (M) = (€).

=M,.
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. b Den;’onl.rer que SI'M‘, apparticnt au cercle de d_i;unélrc AyBy, les trois points M, M,, M, sont alignés et
que Pensemble £ (M,,) est un segment de droite.

¢. On suppose que Myn appartient pas au'cercle de diametre A By, La droite (1,M,,) coupe ce cercle en J,
et Ky . Indiquer un procédé de construction de .2’ (M) a partiv des ensembles .2 (3,) ct £ (K,)).
4. APPLICATION, V
Qll u:nanglc ABC mobile se déplace dans le plan de fagon que ses sommets A et B se déplacent sur D, ¢t D
Expliquer comment on peut tracer a Paide d’une bande de papics Pensemble déerit par Ie poin C I :

TROISIEME PARTIE

Soit dans le plan orienté un triangle ABC de sens direct. On désigne pur B I'ensemble des wi-

plets (u,B,y) ER telsque a + f +y = 1. A tout éldmemt ¢ = (a, p assecie Fapplicati
R e t <A . B, ¥) de B on assccie Papplicat

h du plan dans lui-méme qui, & tout point M, associe lc point M" = 4 (M), barycentre du systéme (lhl.s :)(‘)il‘l)ll:'

pondérés (M,,'a), (M,, ﬂ)‘, (M,,y), ou M, My, M, désignent respectivement les symétriques de M par

rapport aux droites (BC), (CA) et (AB). L'étude des applications & fait Pobjet de cette derniére partie,

1, Soit A Vapplication associée a Iélément ¢ = (u,fl,y) d¢ B et M, N deux points du plan

dimages M’ = h{M)etN' = h(N).

a. Démontrerque M'N’ = a M|N, +  M;N, + y M )N,
b, Le plan est rapporté ay repére orthonormat diru;cl (B;2,,0), ¢ = E% On note:
A = (AB,AC), B =(BC,BA), C =(CACBH) [2a].

Soit Z,2Z,,7,,Z, et 27 les affixes respectives des veetews MN, M{N,, M,N,, M|N, et M'N" .
F.i H ¢ relati g h T S a g hsite YA 5 o2 - - . ’ ~
tablir les relations, oit Z désigne le conjugué de 2. 2,=Z; Z,=¢ %e7, Z, = 37,

Z ={a+p e~ ¥t 4 yeZii‘)z.

. Dans cette derniere question, on s'intéresse a la nature de kb suvivant le module du complexe

a + Be—Zl'é + Yez:ﬁ.

vy . e ~-2'- . 2'. =

a. On suppose que l'élément ¢ = (a,B,y) de B vérific: at+feCtyet®=0,

Etablir Lunicité d'un tel élément 1 de % et montrer plus précisément que a, f et y sont proportionacls
asin 2 A, sin 2 B etsin 2 C. Démontrer que lapplication ki associée a cet élément ¢ st constante el yue,
pour tout point M, A (M) = 11 ob 1 désigne Porthocentre du triangle ABC.

Faire le lien avec la situation décrite dans la premigre partie lorsque le triangle ABC est le triangle
équilatéral 0,0,0,.

b. On suppose que élément 1 =(a, , y) de B vérific: la + B e?C + y et =1,

Démontrer que Papplication 4 associée est un antidéplacement et faire 1a liaison avec la deuxiéme partic.

c. On suppose a présent que 'élément 1 = (a,B,y) de B esttelque:
la+ pe2C+ye®=p, p#0, p#l.

Onpose o + fe 2 +y e28 = p e,

¢ Montrer que si un point J est invariant par application h associée a f, il vérsific la refation
«JT, + B IT, + ¥y 3T, =0, oir ), I et J, désignent les symétriques de J par rapport aux droites (BC),
(CAS et (AB) respectivement, _

e Soit G le barycentre du systeme des points pondésds (A, a), (B, f) et (C, v). Lin utilisunt Pégalité
77, .BC =0 et deux égalités analogues, démontrer que AG . T,Jy =0 et en déduire que G est le
centre du cercle circonscrit au triangle J, 3,15 .

En admettant ks propristé : « les symétriques G, G,, G, du point G par sappost iux droites (BC), (CA)
et (AB) ne sont pas alignés », montier que Fapplication s admet un point invariant unique, le centie
du cercle circonserit au triangle G,G,G, ¢t qu'elle est la composée d'une symétric orthogonale et d'une
homothétie de centre J et de rapport p ,

’



