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Durfe : 5 heures

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des ts interviendront pour une part importante
dans Pappréciation des copies. Les résultats indiqués dans I'énoncé peuvent ére utilisés par les candidats powr la
suite du probléme. L'emploi des instruments de calcul est ausorisé pour cete épreuve.

Notations et objectif du probléme

On désigne par B I'espace vectoriel des fonctions continues sur R, 2x-périodiques & valeurs complexes,
et on munit € de ia norme

No:f— Na(f) = sup ﬂlf(t) ]

(-7

On rappelle d’autre part que I'application qui, & tout couple (f, g) d'é@éments de 6 , associe
1 —
<fig> =g [ FBe@

est un produit scalaire hermitien. On pose enfin N, (f) = 2_17 [ 1fo]a.

Pour tout élément p de Z , on note e, la fonction ¢ —= . On désigne par E le pace vectoriel de €
engendré par les fonctions e,, o p € Z ; les éléments de E sont appelés polynomes trigonométriques. Enfin, pour
tout entier naturel n , on note E, le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions e, 00 | p | < .

Dans les parties I, II et ITI on étudie, tant du point de vue qualitaiif que quantitatif, des procédés d’approxima-
tion des fonctions périodiques continues ou lipschitziennes par des polyndmes trigonométriques, ct on moantre que
celui de la partie I1I est en un certain sens optimal. Dans 1a partic IV on adapte le procédé du 111 & 'approximation
des fonctions de classe C' et on établit que la rapidité de convergence est d’autant meilleure que les fonctions sont plus

régulieres.

L Approximation par Ia méthode de Fourier
1. Convolusion des fonctions périodiques.

i
a. Soit f un &lément de 6. Prouver que, pour tout nombre réel a, J
e

+ax
fde = f:’ f()de.
5. Montrer que, pour tout couple (f, g) d’éléments de 8, la fonction f4 g définie sur R par ia relation
1 L
fre) @) =gz | fE-ne@ &
appartient encore 4 B. Vérifier que fx g = gx/f.
Prouver que No(f«g) € N,(g). No(f).

¢. Soit £ un élément de 6 . Etablir que, pour tout &ément p de Z,

f“v':cvm‘n ole,(f) = éi—“f Sf@ede= < ‘p-f> H

ainsi ¢, (/) n'est autre que le p'#™ coefficient de Fourier de f.

En déduire que, pour tout élément 4 de E, , fx » appartient encore i E, .

On rappelle qu’étant donné un élément f de 6, sa somme de Fourier & I'ordre n est par définition :

=
S.(f) = L ep(f) e, =fas,, o 5, = E e,.
Ipl&n Irlsa
a. Montrer que, pour tout entier naturel n, les fonctions e,, ot |p | < n, constituent une base ortho-
normale de E,.

b. Mo:lue;; que V'endomorphisme S, : f— S, (f) est le projecteur orthogonal de © sur le sous-espace vec-
tori .-

On rappelie aussi que si £ est en outre de classe C' par morceauz, la série de Fourier de f converge normalement
vers f, et qu'en particulier lim Neo(f — S,(f)) = 0.

A+ @

3. Esude d’un exemple.

On désigne par v ia fonction définie sur R par la reiation y () = | sin % |.
a. Donner I'allure de la repr¢ ion graphique de v . Montrer que y est développable en série de Fourier et

que ce développement peut s'écrire sous la forme :

2 4
T@=2-2 ? _w.
K amd 4p* -1
p>0
b. Etablir que, pour tout entier n, No (Y — y*s3,) ='7 ©) - (yes,) (0)l= 21 .
®2n+1

4. Majoration de la norme de I'endomorphisme S, .
On rappelle que 1a norme d’un endomorphisme continu U de € est donnée par la relation

Ul = Neo .
1oy N:;;’“ ©u

a. Montrer que S, est continu et que || S, || € N, (s,).

b. Etablir que, si t¢2n Z,

sin (20 + 1) &
2
@) ) = —_—
"3
¢. Prouver queia fonction u — %.déﬁniesur]o. ;]' s¢ prolonge en une fi continue sur

[0‘ g] Soit p sa borne supérieure.

Montrer que, pour tout entier naturel n,

3 i fn+ D=, .
N‘(,.)'-;‘J-'}’-(‘)ld“2th|lm(2n+1)u{d“_ z?pj( ) lsin 7l

= u y

X1
d. Eublir que pour tout nombre réel X > i.J l—“:—’ltly(i+lnx; i cet effet, on découpera
0,X] en [0,1) &t [1,X]. '
e. Prouver finalement qu'il existe un nombre réel strictement positif  tel que, pour tout n ¥ 0,
1S4l € pin(n + 1).
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S. Minoration de cette norme.

Le résultat de ceste g n’est pas utilisé dans la suite du probléime.
Pour tout entier naturel n, on désigne par v, la fonction 2% - périodique paire telle que, pour tout lément ¢

de (0.7, va() = sin @n + 1) 5

a. Donner I'allure de la repré ion graphique de v, .
i
. . 2N 4
. Calculer les coefficients de Fourier de v, et prouver que (v,85,) (0) = = ¥ - .
R oo 29+ 1
=9

En déduire que (1432 (0) ~ ’1‘1.1 n.

¢. Prouver finalement qu'il existe un nombre réel strictement positif v tel que, pour tout n % 0,

[ISall > vin(n +1).

II. Approximation par la méthode de Fejer

Cette méthode d'approximation consiste 4 passer i la moyenne arithmétique des sommes de Fourier; i cet
effet, pour tout entier naturel n, on pose

@ k= n+12"
p=0
et, pour tout élément fde B, K, (f) = fuk,.
1. Calcul de la norme de I'endomorphisme K, . s
-in(n+1)§
a. A V'aide de (1) établir que, si t¢2nZ, ky(t) = — —_—
® n+1 .8
sin 5

5. A l'aide de (2) montrer que k, appartient & E, . Prouver que N, (k,) = 1 ;en déduire que K, est continu
et que || K, || € 1. Calculer K, (e,) et prouver finaiement que || K, || = 1.

Ainsi 1a méthode de Fejer est plus stable que celle de Fourier; cela tient & la positivité dek, .

2. Approximation des fonctions continues.
Soit f un élément de 6.

a. .Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel x,
® SO -k @ =gz [ 1) - Sl = 01k .
b. Etablir que, pour tout élément « de ]0, #],
Ne(f - Kalf) € 0@ + 2Nol) [ ki),

o wy(x) = sup < 1f@® - f&)].

PR

¢. ATaide de (3) prouver que, pour tout élément a de }0, x], lim

Aew 4w

™ k(O dt = 0.

d. Montrer enfin que lim No(f - K,(f)) = 0.
Lad d ]
A.i'mihméthodedel’ejer s'applique & toutes les foncti i (¢
ce qu'on ne demande pas d'établir).

i la méthode de Fourier,

3. Approximation des f . ll[ e

On suppose que f est lipschitzienne dans le rapport A(f).

a. Montrer que pour tout entier naturel n,

R

MU-KJH)<¥?Jsh®m.

b. Moatrer, par un procédé analogue & celui de 1.4, que pour tout entier naturel n,

- 40 e 0l e y
J. tka()) dt & ;:-'*',If 5 dy.
L]

c. En observant quesin®y < |sin y|, utiliser ls majoration établie au 1.4.d pour aboutir au résultat suivant :

H exi A e, )
; unt; ::, nombre réel strictement positif i’ tel que, pour tout n non nul et pour tout élément fde$8

® No(f - Ku () € u""‘#-“i”zm.

4. Retour & l'exemple du 1.3.
Les résulsass de ceste question ne son: pas utilisés dans la suite du probléme.

a.> Montrer que y est lipschitzi et calculer A (y) .

b. Prouver que, pour tout entier naturel n,

1 - .
TO - ek) @ = ="V [y = (y55,) ).
=0

¢ Alaide de 1.3.5, montrer qu'il existe un nombre réel strictement positif v’ tel que, pour tout entier naturel
er na

non nul n,
[YO - (rok) @ | > v 8O+,
n+1
En dure que lx majoration (5) ne peut pas étre améliorée (su facteur constant prés).

IIl. Approximatien par la méthode de Jackeon

Dans la maj (5) le fi In(n + 1) est lié¢ au fait que la suite delintégnlelf.lk.(l)dtn'm
[ ]
P . . N e, tesn'y
pudomméepar(n+1) en raison de la diverg de 1'intégr J. Y dy.

La méthode de Jackson consiste i remplacer les fonctions &, par des fonctions j, encore positives et telles

. . . . . . 1
qnenoumhmtedelmxégnluj"u,(l)dtwn domméepu(.*.i)- Tournez Ia S.V.P.
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A cet effet, pour tout eatier naturel m, on pose jim = fames = A k%, ol A, est un nombre réel stricte-
ment positif choisi tel que N, (j,») = 1. Enfin, pour tout entier naturel n ct pour tout élément f de €, on

pose Jo (f) = fja-

1. Etude de I'endomorphisme I, .

a. A I'aide de (2) prouver que, pour tout entier naturel m, k, = 2 ( 1- -ml—:,_l—i )e, .

1pf«m

b. En déduire que X, (E.) = < kn, ko > = E (1_’"{1;!1).

Ipt<m
. 3(m+1) . ,=m(m+1)(2m+1)>.
Montrer que 2, = Tmrirel (onnppelle quei*+2'+ ... +m —_—

¢. A I'side du a., monmer que, pour tout entier naturel n, j, appartient & E, .

d. Calculer I, (¢) . Proaver finalement que J, est continu et que { J, | = 1.

2. Approximation des f¢
En procédant comme dans ia question I1.2, montrer que, pour tout éément fde B, lim No(f-1.(/))=0.

Ao

3. Approximation des foncsions lipschitzi
On suppose en outre gue f est lipschitzienne dans le rapport A (f) .
a. Montrer que, pour tout entier naturel n,

No(f-1.0N) < 5% £ (0) de.

5. Montrer que, pour tout entier naturel m ,

+ %
pr (m T sin'y

vwceon [
| tjm®d< Pl-". v

.s

sr@m  gnt
c. Montrer que 'intégraie J m——;‘—z dr =st convergente, et aboutir au résultat suivant :
L]
N existe un nomiee réel strictement positif A tel que, pour tout entier naturel 1 et pour tout élément f
de 6 lipschitzien,
A

n+1k(j’).

© No(f - Ja(N)) €
4. Optimalisé de la majoration (6).

On reprend la fonction v étudiée dans la question 1.3 et on se propose de minorer No (Y — 4) lorsque A parcourt
E.. A cet effet, pour tout enzier naturel n, on pose

FLE )
1 O
v, = I Ts Sp -
R+i owd -
pen+

a. Montrer que v, appartient & E,,,, et que, pour tout élément hde E , hav, = h.

5. Monuuqueo,szk,.;, — k, . En déduire que, pour tout élément g de €, N (g+v,) € 3 Nu(g) -

¢. En écrivant y — vee, i 'aide de y — A, prouver que Nu (Y ~ 4) > ; No (Y —~ v#v.)-

d. En utilisant 1.3.5, montrer que |y (0) ~ (ysv,) (0)] > -21~ ;1
nn+
Ainsi, pour tout élément A de E,,
1 1
N, - & ——
o (v )>4nn+1)‘(y)'

ce qui montre que la méthode d’approximation de Jackson est optimale.

IV. Approximation des fonctions de classe C’

Pour tout entier 7 > 1, on note B le sous-espace vectoriel de € constitué des foncti
1 . ctions de classe C*
et on convient de poser 8° = €. La dérivée d'ordre & d’une fonction f est notée D*/. ) ek

1. Approxzimation et dérivation
On note W, 'endomorphisme f— f — ], (f) de I'espace vectoriel 6 . Soit g un éiément de 6*.

a. Montrer que, pour tout entier naturel n,

A
No (W, (8)) < e No Dg) .
b. Prouver que D (g=xe,) = (Dg)ee, ; en déduire que D (W, (g)) = W,(Dg).

de classe C* ou C*.

2. Approzimation des f

On se propose d'sdapter le procédé de Jackson de facon & améliorer 1a rapidité de convergence. A cet effet,
pour tout élément f de 6*, on part de la relation /= I, (f) + W, (f), que I'on itére en écrivant que W, (f) =
Jao W) (f) + Wi (/), et I'on pose Jaa=1Js +JaeW,.

a. Montrer que J, , (f) est un éiément de E, , que J, , est continu et que |[J,, ]| < 3.

b. Montrer que Noo (W2 () < ,‘.‘:‘I No (W, (Df)).

En déduire que si f appartient 3 8, Noo {f — J, , (/)) est négligeable devam . i 1
AI
En déduire aussi que si f appartieat 8 6*, Noo (f = Jo, () € ey Neo (D*f).

3. Approximation des fonctions de classe C ou Cr+1,

Construire pour tout r un endomorphisme continu J, , de © dont 'image est contenue dans E,, et satisfai-
sant aux deux conditions suivantes:

bie devant

1
. . s or _ 23 .
— St f appartient 3 €7, No(f — J,, (f) ) est néglig n+

. . . S A'*l
— Si f appartient & € ,NQU—J,_,U'))QWNQ(DNnn_
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