
PREMI~RE COMPOSITION DE MATH~MATIQUES 
Duntr : 5 beura 

Lo qualitd da la &adon, la c l a d  et la pdcuion d u  raisonnements interviendront pour une part imporiantc 
daas Pappr&iatwn d u  wpiu.  Lu r b u h  indiqds dans I'dnond peuvent erre vrilisb par les c o n d i u b  pour la 
suite du pmbldmc. L'emploi d u  ins&umcn~ aè caïëul es; 4 6  pour ce& iprewe. 

Not . t io~  et objectif dn problème 

On dbigne par 8 I'apra vectoriel d n  fonctions continua aur  R. 2x-périodiquu à valcura complue& 
a on munit 8 de la norme 

Nm :f- Nm (A = r , : ~ ! , . l  I f ( 0  1 

On n p p d e  d'autre put que I'application qui. 1 tout couple cf. g) d'C1Crnenrr de C e ,  ausoue 

1 
at un produit scalaire hermitim. On pose enfin N, (f) - - 21:. -.r 

1 f ( t )  1 dt . 

Pour tout Clément p de Z , on note e, la fonction t - c"' . On dhigne p u  E le souezspace vectoriel de 8 
engendré par la fonctions e, , OÙ p E Z ; In élCments de E mnt appelb polyndmu trigonométriques. Enfin. pour 
tout entier naturd n , on note E, le sous-espaa vectoriel de E engendre p u  ln fOnCtiOM e, , OÙ 1 p 1 < n . 

Dans les putiw 1. II et III on étudie. tant du point de vue qualitau que quantitatif. d u  procédh d'appro- 
tion d a  fonctions pdriodiqua continua ou lipschitzienna p u  d a  polynamn trigonomdtriques, et on montre que 
celui de la partie III ut en un ceruin sem optimal. Dans la puue IV on adapte le p r d C  du III à l'appm-tion 
d a  fonctions de clame C et on &&lit que la npiditd de convergence est d'autant meilleure p e  les fonctions sont p l u  
I@iièra. 

L Approximation p u  la méthode de Fo- 

l. Gnoolu&wn d u  foncrwns p&wdques. 

a. Soit f un ClCrnent de Y:. Prouver que, pour tout nombre rCel a, 

6. Montrer que. pour tout couple cf, g )  d'6lCmenu de 8 ,  la fonction 1.g définie sur R p u  la relation 

j ( t )  dt = 1, f(1) dt . 

apputient encore A 8 .  VCrifier que f+ g = g t f .  

Prouver que Nm(f* g )  c N, (g) . Nm (f) . 
c Soit f un &ment de Y: . lhbIir que. pour tout BCment p de Z , 

f*c ,=c ,V,c , .  oÙc, ( f l  = ~ ~ a f ( Q ~ - " r d t =  1 < e , . f > ;  

.insi cI V, n'at autre que le pi". coefficient de Fourier de f . 
En d6duire que. pour tout ClCrnent h de E, ,f* h appartient encore i E.. 

On rappeite qu'étant donnt un Clémentfde Y : ,  Y somma de Fourier i l'ordre n a t  pu dbfinition : 

Ir1 c o  1.1 c 

a. Montrer quq pour tout entier  tum ml n , l a  fonctions e, , oh 1 p 1 < n , conaituent une hw ortho 
normale de E.. 

b. Montrer que l'endomorphisme S, :f- S,, V, u t  le projecteur orthogonal de 8 surlcsoutierpscevec- 
toriel E,. 

On rappelle auui que aifat en outre de classe C' par moreuur, 1. drie de Fourier defconverge n o d e m e n t  
ven f .  et qu'en puticutier lim Nm (f - S, (A) = O .  

"-+ O 

3. Etude d'un uempk. 

On dhigne par y la fonction dCfinie sur R p u  la nlation y (1) = 1 ain 

a. Donner l'dure de la reprbmtation graphique de y .  M o n a r  que y ut dCveloppable en série de Fourier et 

1 . 

que ce.dCveloppement peut s'écrire sous la forme : 

2 4 p W S P X .  

n n A 4 p a - 1  
y(%) = - - - 

# * O  

b. h b l i r  que, pour tout entier n, Nm (y - y * s") =I y (0) - (Y s.1 (o)I= 2 1  - - 
n 2 n  + 1 

4. Majormion de la nonne de l'endomorphisme S, .  

On rappelle que la norme d'un endomorphisme continu U de 8 est donnCe par la relation 

a. Montrer que S. at continu et que II S, II < N, (a,.). 

b. !&abtir que. si t g  2 %  2.  1 
sin (2n + 1) - 2 

d n -  
2 

S. 0) = 
(1) t 

c prouver que 1. fonction u - , d C h e  aur ] O ,  :] I ae prolonge en une fonction continue sur 
lin u 

[ O ,  il.. Soit p'" borne supcrieure. 

Montrer que. pour tout entier naturel n, 
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5 . M ~ d e c c u c n o r n r  

Ir n b h  de csl(c question n'est pas utilid dana la suite du pmbllmc. 
Pour tout entier nmturd n , on d w e  pu y. la fonction b - pCriodique p.ire d e  que. pour tout ClCrnent t 

t 
d e [ O . x ] . y 8 ( c ) ~ ~ ( 2 n + i ) - .  2 

a Donner f'lllure de la reprbentation graphique de yr . 
b. Wculer la me6aents de Fourier de y. et prouver que (y. 3,) (O) I 2 

1. 
1 - - 

r : i 2 q + l  
t - 0  

i 
En d6duire que (y.*sJ (O) ,.. - In n. x 

c Prouver fidement qu'il existe un nombre rcel strictement politif Y tel gue, pour tout n # O ,  

IIs811 a In (n + 

Gcte d t h o d e  d'approximation wnrLte i paaaer i la moyenne uithmCtique d a  w- de Fouriu; i cet 
&et., pour tout entier d n,  on p 

c - 0  

et, pour tout ClCrnent f de 8 ,  K, (f) = f* k, . 

b. A l'aide de (2) montrer que k, appartient i E,. Prouver que NI (kJ = 1 ; m dMuire que K, e t  mntinu 
et que II IC, I I  4 l. Glculrr K. (eJ et prouver finalement que I I  E, I I  - 1. 

Aiœi Ir. mCthode de Fejer e t  p l u  stable que celle de Fourier; al. tient i la poliri~te de k. . 

2 Appzimatwn du fondions continua. 

Soitfun &ment de C B .  

a Montrer que. pw tout entier naturel n et pour tout nombre del X. 

(4) 

d. Montrer endn que lim N=(f - K.m) = O. 
8-+- 

Aiœi la mcthode de Fejer n'applique touta la fonuiom mntinua (contnkucnt i la mCtbode de Fouria. 
ce qubn w dcmulde p n  d'étdllir). 

3.A- d a  fonctions hpchitzicnnu. 

On suppose que f est lipschiaienne dans le rapport 

a Montrer que pour tout entier naturel n. 

V, . 

N ~ c f -  K. 0) < t k.(t) dt. 

b. Montrer. p u  un p d C  .Il.logue i celui de I.4.c. que pour tout entier d n , 

c. En 0 k - t  que &*y  < 1 s iny l ,  u t i k  la majoration ctlblie au I.4.d pour h t i r  au rbultatsuivmt: 
II d t e  un nombre rcel strictement positif p' t d  que, pour tout n non nul et pour tout ClCrnent f de '6 
li+tzian. 

x c n .  N m ( f - K m V , )  < P'- In (n + 1) 
n + i  

(9 

4 Retour d Pasmpk du 1.3. 

Lat nhdtaca de ocue qvurion ne aolu pas wilu& dana la suite du probllmc. 

a- Montra que y a t  lipachitzienne et dcuier A (y) . 

b. Prouver que. pour tout entier mure1 n. 

c. A l'aide de 13.6, montrer qu'il d t e  un nombre rcel rtriaaumt positifv' tel que, pour tout entiu ~ t r v d  
non nul n. 

En wndun que L majoration (5) M peut PM Cee .mcliorcS (au facteur constant prb). 

D m  la majoration (5) le facteur In (n + 1) est l i C  au fait que Ir. nuite d a  inwa t k, (t) dt n'at l 
.* 0 un* y 

dY . 1 
pu domide pu (-) n + l  en niwn de la divergence de l'iitig.le .* \ - Y 

k &ode de J.ekmn cocubte i m p b r  ka fonerionr k ,  plr d a  fondons j .  mcon pOritivu et t e k  , . \  
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ha( &et, pour toat ahr naturel m ,  on pose j,, = j,-+, = AœPm, oh À. est un nombre récl str ic te  
nrrrt positif fhoiai td que S, (id = 1. Enfin. pour tout entier N~UICI n et pour tout Clément f de 8, on 
F- J. (A - f *i.. 
t f t d e  & Pendomotphismc J.. 

a b l'aide de (2) prana que. pour mut entier naturel m ,  k, = y ( 1 - d 
1.1 (.) 

Montrer que i, = (m + '1 (onrappe~e que 1'+2'+ . . . + ml = 
2 ( m +  I)'+l 

e A l'aide du a, mo~tm que, pour tout entier naturel n , j,, appartient i E, 

d. ~ l m l e r  J m  (CJ . Pmrrer fidement que J. est continu et que II J. II = f .  

2 Approdm4cion da fo- conrinu. 

Enp~~d.ntc~mmc~laquest ionII2,montrerque.pourtoutdl~mentfde8,  lim N m c f -  J.(Jj)=O. 
.-+a 

3. AppmrLMcion d u  f o n a w u  Ipchiuicnna. 

On suppose en oum 

a Montrer que. p o c  tout entier d n.  

f ut lipschitdcnne dans le rapport A 0.  

b. Monver que. pour tmt entier I U ~  m ,  

c Montrcrquel'int&pk a t  convergente. et aboutir au rkultat suivant : 

Il existe un no- riel strictement positif A tel que. pour tout entier mturel n et pour tout élement f 
de 8 lip&- 

4. OpwMLuc de la ~I+ULUW (6). 

E,. h cet &a. pour tout arLr naturd n .  on pae 
On reprend la fonctim 7 ihrdiée d w  la question 1.3 et on re propose de minorer N m  (y - h) lorsque h pucourt 

p - " + l  

a Montrer que v, rppprrient i E,,,, et que, pour tout ClCrnent h de E,, h*v,  = A .  

L. Montrcrqnev, = Zk,,,, - k,. En ddduin que. pour tout é l h e n t  g d e 8 .  Nm(g*u.) 6 3 X m ( s ) .  

1 
4 c 6 6 a i v a n t ~ - ~ ~ ~ . i l ' ~ i d e & ~ - h . p r o ~ r ~ ~ ~  N m ( y - h )  3 - N m ( y  - y+',). 

d. En utilisant 1.3.L. montrer que 1 y (O) - (y tu . )  (O) 1 > - 1 1  -. 
2 x n + i  

Ainsi. pour tout ClCrnent h de E, , 

a qui montre que la méthode d'approximation de Jaclwn est optimale. 

IV. Approximation dea fonetiona de CIUM (? 

Pour tout entier r 2 1 , on note 8' le souscspace vectoriel de B constitué d a  fonctions de doasc C' sur R I  
et on convient de poser 8' = 8. Le dérivée d'ordre k d'une fonction/est notée D'f. 

1. Appmzimation et &aion. 

On note W, l'endomorphismef- f - J m  (f) de l'espace vectoriel 8. Soit g un é l h e n t  de 8' . 
a. Montrer que. pour tout entier naturel n.  

A 
n + l  N-(W,k) )  d - Nm Pg). 

b. Prouver que D (g* es) = @g) e, ; en déduire que D (W, (g) ) = W, @g) . 

2. Appmzimation d u  fonuions de c h e  C' ou C' . 
On se propose d'adapter le procédé de Jackson de façon à amdliorer la npiditd de convergence. h cet etlet. 

pour tout élément f de 8' , on part de la relation f = J. (f) + W, (f). que l'on itbn en écrivant que W, (f) = 
(J. 0 W,) cf) + W: (f), et l'on pose J",, = J. + J. 0 W, . 

a. Montrer que J.., (f) est un Clément de E, , que J",, a t  continu et que 11 J,,., 11 C 3 .  

A L. Montrerque Nm(W:(f)) 6 n+i Nm Fm Pf)). 

En déduire que si f appartient i 8' , Nm (f - J"., (Jj) ut négligeable devsnt - 1 * 
n + l  

A' 
(n + 1)' En déduire aussi que si f appartient B 8', Nm Cf - Jm.l (f)) 6 - Nm (D'A. 

3. Approximation da fonctions de c h e  C' ou Gr+'. 

Construire pour tout r un endomorphisme continu J.,, de 8 dont l'inUge a t  contenue dans E, et sltiafai- 
nant a u  deux conditions suivanta: 

1 
(n + 1)' 

- Si f appartient à 8'. N m v -  J",, (f) ) est négligeable devant - . 
A,+S 

(n + IF+' - Si f apparuent à 8"', N m c f -  J..,V,) c - N, (D'+' f) . 


