CCP-MP-1

Corrigé proposé par Pascale de Jonghe .

1- cours.
Soit {a’ b, C}D IRntel que b#c et Ha_d” :Ha_q‘ .
2
a-2* =Ta-pra-off =2 [a-t +2a-bra-c)+ja-f
2 4 4
a=Ptc
a=b gt @a=C colincaires et Ha_d” :Ha_q‘ entrainent @ =D =C g 2
Jobre

Dot , @~ D et @ C colingaires et Ha_d” :Ha_cﬂ = 2 .

a=P*C  Ja-p|>0=[a-2%C
Si 2 ona sinon @=b=c .

az 2t
Si 2 d’aprés I’inégalité de Cauchy — Schwarz et le cas d’égalité on a :

\bre

(2-b/a-c)<[a-b]a-c|=]a-b|

<|la~b]
et donc : .

n
2-Soit F un fermé non vide de IR" et soit XL IR™,
Supposons que F est borné :

x-y| IR

F est un fermé ,borné de IR" donc compact ; I’application y- ‘

est continue de F dans " ™ ,elle
x—ul=inf(f
est donc bornée et elle atteint ses bornes : LML F el que H H VD':( (y))
Concl :
mwoF OyoOF [x=ul<fx-y|
Cas général :
{JX_ yH yU F} est une partie non vide et minorée de IR , elle a donc une borne inférieure mUJ |R+.

OnDINT Oy, OF m<ly, - < m+%
li - =
Il existe alors une suite (y” )nd’éléments de F telle que nm’HX y”H m :

B(0,m+1)

(yn )n est une suite d’éléments de F . elle est contenue dans compact de IR" (ev dim finie) .

n
" /na une valeur d’adhérence U IR . Fétant fermé U OF . En utilisant la suite extraite de

[x-ul=m

Donc

(yn )n qui converge vers u on obtient
Concl :

wOF OyOF [x-yl<x-y]

3 - Soit A un convexe fermé non vide de IR". Dapres 12 : LubA DyOA HX - UH < HX_ yH ;

supposons I’existence d’un autre élément VO A tel que : Uy A HX _VH < HX B YH ;



ona X ~Uls|x=vi<|x=u] o x-ul=[x-v]

u+v +
X — u+v

<[x -yl OA

. Or (A est convexe) . Il y a contradiction

Daprés 11, si Y7V alors
avec la définition de u. Donc Y =V ; et par suite :

OxOIR"OuOADyOA  |x—u|<|x-y|

4- soit XOIR" gt 0 DA g1 que LyUA (x—a/y—a)sO ;

soir YOA [x=y" =|x-a|" -2(-a/y-a)+|y-a|" 2|x-a| +|y-a|" 2 [x-af’
Donc , O LA ¢ Uy AHX_GH SHX_yH : Par suite ,

a =P(x)

5- Supposons qu’il existe yUA tel que (X - P(X)/ y- P(X))> 0 :
Rmq: y# P(X) sinon le produit scalaire précédent serait nul .
2
oo t0J0A] S(t)—Hx— P(x) H =t2y-P(x)" - 2t(x- P(x)/ y - P())<t?|y - P(x)" -2t

Le dernier terme de I’inégalité est un polynéme de degré 2 en t dont I’une des racines est 0 et I’autre est
strictement positive ; donc :

aopa s@)<|x-Pk)’

u=P(x)

6— Supposons que

par définition YO A il existe Y Atel que (X —uly- u)> O alors d’aprés 15 il existe t D]0’1[ tel que

2
S(t)< HX B P(X)‘ . On pose Z=u+ t(y - u): (1_ t)J +tyUA car A est convexe . Et alors
2 2
HX B ZH < HX B UH contredit Y = P(X).
bone YO A(x-u/y-u)<0

Supposons que : UL A gt DyDA(X_U/y_u)SO Drapresi4, U= P(X).
Concl :
UOA o OyOA(x-u/y-u)<0 ~ u=P(x)

7-Soit {X’ y} OIR" D’aprés 6 ona: P(X)D AU (X B P(X)/ P(y)_ P(X))S 0 ot
P(y)D Al (y B P(y)/ P(X)_ P(y))S 0 . On ajoute les deux inégalités :
(x=P(x)-y+P(y)/ P(y)-P())<0

Concl :

(x-y/P(y)- P(x)z[|P(x)- P(y)’

D’aprés I’inégalité de Cauchy Schwarz , I’inégalité précédente donne : HP(X)_ P(y)‘ = HX B yH PR tt

%Y) Donc P est lipchitzienne donc continue sur IR

Par définition P(R")D A,



O(x, y)OIR"x IR" (x— x/ y—x)=0<0
OxOA P(x)=x
e ADP(R")

Donc PQ Rn): A

donc

8-Soit XLI A supposons que P()OA . Or>0 B, (P&)r)O A xOAgone X7 P(X) donc

A
[x-P(x)|>0 _— A :%min(r,sz— P(x]\)et y= P(X)_W(X_ P(x)).

n pos

HX a P(X)‘ < HX _ P(X)‘ :

A
HX‘YH<‘1—7
Iv= P(X)‘ “AST one YUBo (PCIr)OA et [x=P(x)

impossible contredit la définition de P(X).
Donc

xOAD PX)DA

o-soit XOIB [X— F ()]0
x+pX) x— ()OS = [x—p()x—f ) =1 = pKxF|x—fK}* +2p() (x/ x— f (x))+[%* —1=0
On obtient une équation du second degré d’inconnue p(X) .
&= (x/ x= £ - x- F O (4 -Lko X -1<0

- (x/x-f(x)=x JA'
Les deux racines sont : HX - f (X)‘Z . Leur produit est négatif donc elles sont de signe opposé ;

- (x/x- f(x))+\/E >0

A= (x/x- fX)) O VA" 2|(x/ x- f(x)) donc Ix = (x)’

(e x= £ 0)=I4" = G £ 0= 4" =] (<)

On remarque que

2 —
Une des racines est nulle si et seulement si HXH -1= , I’autre racine est alors
= (x/x= ()= |(x/ x= (x)) L (x/x- f(x))<0
2 2 =
I - £ (x) Ix = (x)| ar (x/ x=f())=1-f(x) =0 (en effet
f(B)UB .

Par suite , pour tout xOB jj ezdste un ynique réel positif
o(x)= \/(X/X_ f () + Q_HXHZ)‘X_ FO° = &/ x = £(x))

2
HX - f (X)‘ vérifiant la propriété demandée




2
On définit ainsi une application P de B dans IR". Elle est obtenue a partir d’applications de classe C

2
donc P est de classe C sur B.

xOS = p(x)=0

D’aprés le calcul déja fait

10- IXOB9 ()OS par définition . Donc OxOBo, ()" +¢,(xf =1

2
¢ et O sont de classe C " sur B car f et P le sont . On dérive par rapport a X et par rapport a X; .
09, (x) 09, (x)
¢, (x +7¢ x)=0
1,60 Q

o
EL“;R%() ‘9“%() :

Soit g I’endomorphisme de IR? canoniguement associé a la matrice proposée que nous noterons A< On

. 2 - .
munit |R”de sa structure euclidienne canonique .

W0 ¢ (})0ker(g”)= (Im(@)) 0 vectp () 0 (im(g)y O Im(g)00 vect(® ()Y
o(x)0SO ¢ (x)£00 dimvect(@ (x))=10 dim@ect(d)(x))"):lD rg(A )=rg(g)=<1<2

Donc A est singuliere
Rmq : « singuliére » n’est plus utilisée dans le programme .

11-a On développe le déterminant et on pose :

OxOB B(X):az,z(x)+a1,1(x) V(X):al,l(x)]zz(X)_O(l,z(x)xz,l(x)

2 1 1
O est CsurB donc ses dérivées partielles existent et sont C " sur B donc B et Y C sur B

Ix0B  0i0f.2a, (=6, (- % 4 G, )0l oxoB a,,(x)— J(X) 5,

Doy UXUB W(X,l)—det(A()— 0 car A est singuliére.

1
11b- Pour tout t D[0’1] X = LIJ(X’ t) est continue sur B car B et Y CsurBetB compact donc J(t)
existe .

J(0)=aireB)=m,, J@)=0
_JJ B (X)dxl dx, = JJO( 11 (X)dxldxz + JJG 2,2 (X)jxl dx,

peut utiliser le théoréeme de Fubini :

RO e SR PR A A N ) SN e
=T S0 p6)=00 a()=00 T2} (=0 o .1 suruitoue

| J o, (Jdx,dx, =0 [ J o, (x)dx,dx, =0
. Et de maniére analogue .

IJB (x)dx,dx, =0

. Les applications étant continues sur B on

Donc




99; , 99,

6X1 6X2 est continue sur B car g est c? sur B . On peut appliquer le théoréme de Fubini .

11d-
O R e O
2
ok %, (X) %, N Effectuons une intégration par partie dans lal° intégrale

)= S0 e) )= 9;(1 %)

X, O[=11] firs - ,

, _ gl
V(% )= =2 (x,, %, )
V(Xl): gl(xlXZ) l 0%, v uetvsont Csur I:\/l_XZZ’\/l_ XSJ

it = 1 0 )7 o, e

l (g) flﬁ—(x1 Xz)x g(x1 Xz)D

Donc
°g,

h(@{ﬁ%@% (/1—?3) o, (-5 s)-g%(ﬁ,s) gléxfl——sz,SEiS—J]'gl(x)x :xlaxz

En intégrant d’abord en X3 puis en X1 on obtient la formule donnée pour P (g)

JJV (X)jxldxz = J].B (3‘ 11 (X)J( 2,2 (X)_ Uz (X)J( 12 (X))jxldxz

2
O est de classe C sur B donc on peut utiliser le calcul précédent et le théoréme de Schwarz :

0’0, _ 0%,
ILV(X)XmdXZ = ll(a)_ lz@)

0X,0X%, - 0X,0X; . On a alors
f =5 e i o i} o - Jas
= b+1-52 IS0 p(x)=00 a(x)=00 DiOfL.2} o, (x)=0
= (vi-52,shs0 p(¥)=00 a(x)=00 DiDfL2} o, (x)=0
[,y ), =0

(x)x,cx,

Donc

ntofpg] IO [fdxax +t [ Bdx, +* [y (e, = [ dxdx, =30)=1

OXOB f ()£ X | o

Donc J est constante . Or ‘](1): 0#T :Impossible . Par suite , I’hypothése «
fausse.

2
Conclusion : toute application de classe C” de B dans B a au moins un point fixe .

12-Soit (gl’ 92) les fonctions coordonnées de g : chacune est continue sur B car g I’est . F est un fermé

borné non vide de IR"donc d aprés la généralisation du théoreme de Weierstrass,, on a :

Ni0f2}0e >0 [, 0C (RIR) tellequesupfy, ¢)- 0,6, ¢):tOF )< %




Soit € >0 on pose g(ﬁ) = (gl(s)f gz(s))DCZQR21 |R2) .

g(s)(x)— g(X}‘Z = i (gi(s)(x)_ g (X))Z = Zﬁ%a

Oe >0, 0C? (R? IR? Jsup{a(x) - g () : O F e

OxOF \

donc

L 10 (16 o

13-Soit X B . Hf(x}‘ Sldonc © 1+¢ 1+¢ l+¢
donc h(s)(X)DB .
5op N (B)O B
soit XL B

fey (%) 1 £ 5 £

_'e

ey (60~ f(x}‘—‘m— f(x# <L 100 10+ (oS v xasae

sup{[h(s) ()= f(x)]: xO Bj< 2¢

Donc

|
14~ Soit f une application continue de B dans B et LINT D’aprés 13 il existe une application hn de classe

sup{[hn (x)- f(x)]: xO B}< 2

2
C* de B dans B vérifiant N Daprés le théoréme de Brouwer particulier h,

2
HXn - f(Xn)‘Sﬁ CI.)

. Lo X
a au moins un point fixe "M eton a

. - . . 2
(Xn )n est une suite d’éléments de B fermé borné de IR” donc compact . Donc (Xn )n a une valeur

d’adhérence XL B . 11 existe une suite extraite ®) /n convergeant vers x et f étant continue sur B on a

lim )= f(x). ), o1 ONOIN oo = o)

n - +oco

obtient H f (X)_ XH <0 . Donc f (X): X.

D’ou : si f est une application continue de B dans B, f a au moins un point fixe dans
B.

< 2
¢ (n) Par passage a la limite on

5. XOB = ixOBQO,r) 5. fOC?@(r)BO,r))0 gOC?(,1R?)

_1 1 _
OxOB  [lg(x) —FHf(rx)\sFr =1 o g®)0B
D’aprés 14 , g au moins un point fixe xtB,

1
=X —f =X f = —
g(x)=x : (x)=x < f(x)=rx e XOB0LT)

D’ou : si f est une application continue de B(O’ r) dans lui-méme , fa au moins un point fixe dans

BO.r)




tHA-AHD A = xOA-Af (DA
16- Y U

[, >0 AU B(O’ rl) . A fermé borné de IR? donc compact et f continue sur A donc
T, >0 f(A)OBQO.r,)

AOB(Q,r), f(A)OBOr)

16a— A borné donc

f (A) est borné donc
r =max(r,,r,)>0

Donc , il existe tel que

Ce qui donne ADf (A)D §(0’ r)

b soit XOBO.T) P)DA . h(x)=f(P()D F(A)DBO.r) o, NEO.1))DBO.T)

2 )=
D’aprés 7 , P est continue sur |R2et PQ R )‘ A

B(,r)

Donc d’apreés 15, h a au moins un point fixe

de plus f est continue sur A donc h est continue sur

xOBO,r) . h(x)=x= f(P(x))=x

(o]
0 o x=f(PK)DfHA-ADDA
supposons que XU A dapres 8 , P(X)D A done P(X)D A-A 0 0
absurde Donc XU A ¢ f(x): f(P(X)): X
| Concl : f a au moins un point fixe dans A |
On a démontré le théoréme de Brouwer dans le cas général .

donc

. fB)OsD OxOB|-f(x)=10 (- fXB)U'S

(-f)XB)osoB

Supposons que f est continue sur B . —f est continue sur B et on a
moins un point fixe XU B gt X~ -f (X)D S gone X= T (X) ce qui entraine X =0 impossible car XIS

. D’apres 14 ,—fa au

| Donc, f n’est pas continue sur B. |

18- yof (B)D OxOBy# f (X) ;Donc g est définie et continue sur B .
D’autre part UxLB Hg(x)\ zldonc g(B)D SO B.
D’aprés 4, g a au moins un point fixe XOB gt X= g(X)D g(B)D Sdonc f (X): X

x=g(x) = y={+]y-x|k

yOf(®)0 y# ()0 y#x0 [y-x>0
V= @+]y - =1+]y-x>1

Par suite ,
Donc yof (B)D ytUB . Et par suite ,
BOf(B)
X
X - —
19- HXH est continue sur B ‘{O}a valeursdans S , X-1- M‘ est continue sur B a valeurs dans

[0’1] et h est continue sur Sx [0’1] donc f est continue sur B _{O}.



. — H X - = i X i = "
Jim, 16)= tim, gL HXHE-XJ%%“ o ’%xmoy_y W
car .

Donc f est continue en O .
Donc f est continue sur
B

h(sxpi)oso f@)0s

OxOs  f (X): h(X’O): X' Cela contredit le théoréme de non rétractation 17 donc il ne peut pas exister

yts tel que [xUS h(X,l): Y . Comme h est a valeurs dans S, on en déduit que :

X - h(x1)

ne peut pas étre constante .

20a- yUf ®(O’ r))D X0 E(O’ r) Hy ~f (Xl‘ #0 ; f étant continue sur IR? , on en déduit que 90)

est continue sur §(0’ r) . De plus, g(r)@(O, r))D S(O’ r)D E(O’ r) . D’aprés 14 , 90) a au moins un

point fixe u(’).

90 (u(r))z Ugy O U,y 0S0,r)0 (
y-flu, y— flue

U(r)zrm_f(uz;) = f(U<r))‘y=—H - 3). Ug)

(6o )= ok Iy thol

2
=17 FWAH,?2
r

r

; [,y 0S0,r) (f (J(r))/u(r)): (V/U(r))‘rHy_ f(”(r)}

=r

Ue)

Ug)

D’o

20b- Par définition de f, on a f QRZ )D IRZ. Supposons qu’ il existe yU IR’ tel que yOf QRZ). Pour
1>0 yOfEO.1) prapres 200, 10 ISOT) (F Oy Y uey)=Grug)-rly- )

(f (u(f))/ u(r)): (y/ u(r))_ ny —f (u(r)x >0  ce qui entraine
. Par suite wa - H f (u(’)}
ol que I -] )
f (u(r)} = +oo

tout

D’ou

rly = £ ) < Grug)<lyl

<l

Uy =1yl

Or >0 [, 0SO.r) <M.

On a alors
=rd lim

r - +oo

Ue)

Et . Il'y a une contradiction .

DyDIR:  yOf(R?)
IR? = f(R?)

Donc

Donc




