
CCP− MP− 1
Corrigé proposé par Pascale de Jonghe .
1− cours.

Soit { } nIRcba ⊂,, tel que cb ≠  et 
cada −=−

 .

( )[ ]222
2

/2
4

1

4

1

2
cacababacaba

cb
a −+−−+−=−+−=+−

ba −  et ca −  colinéaires et 
cada −=−

 entraînent cba ==  ou 2

cb
a

+=
 ;

D’où  , ba −  et ca −  colinéaires et 
cada −=− ⇔ 2

cb
a

+=
 ;

Si  2

cb
a

+=
 on a 2

0
cb

aba
+−=>−

 sinon cba ==  ;

Si 2

cb
a

+≠
  d’après l’inégalité de Cauchy − Schwarz et le cas d’égalité on a :

( ) 2
/ bacabacaba −=−−<−−

et donc :

ba
cb

a −<+−
2  .

2−Soit F un fermé non vide de 
nIR   et soit 

nIRx ∈ .
    Supposons que  F est borné : 

F est un fermé ,borné de  
nIR  donc compact ; l’application 

yxy −→
 est continue de F dans +IR  ,elle

est donc bornée et elle atteint ses bornes : Fu ∈∃  tel que 
( )( )yfux

Fy∈
=− inf

.
Concl : 

Fu ∈∃  Fy ∈∀  
yxux −≤−

  
Cas général :

{ }Fyyx ∈− :
 est une partie non vide et minorée de IR , elle a donc une borne inférieure +∈ IRm .

n
mxymFyINn nn

1+<−≤∈∃∈∀ ∗

Il existe alors une suite 
( )

nny
d’éléments de F telle que 

myx nn
=−

+∞→
lim

 ;

( )nny
 est une suite d’éléments de F . elle est contenue dans ( )1,0 +mB  compact de 

nIR (ev dim finie) .

Donc 
( )

nny
a une valeur d’adhérence 

nIRu ∈  .  F étant fermé  Fu ∈   . En utilisant la suite extraite de 

( )nny
 qui converge vers u  on obtient 

mux =−
. 

Concl : 

Fu ∈∃  Fy ∈∀  
yxux −≤−

 3 − Soit A un convexe fermé non vide de 
nIR . D’après I2 : AyAu ∈∀∈∃ yxux −≤−

 ;

supposons l’existence d’un autre élément Av∈  tel que : Ay ∈∀ yxvx −≤−
 ;



On a 
uxvxux −≤−≤−

 donc 
vxux −=−

 ;

 D’après I1 , si vu ≠  alors 

ux
vu

x −<+−
2  . Or 

A
vu ∈+

2  ( A est convexe) . Il y a contradiction
avec la définition de u . Donc vu =  ; et par suite :

yxuxAyAuIRx n −≤−∈∀∈∃∈∀ !

4− Soit 
nIRx ∈  et A∈α  tel que ( ) 0/ ≤−−∈∀ αα yxAy  ;

Soit Ay ∈  
( ) 222222

/2 ααααααα −≥−+−≥−+−−−−=− xyxyyxxyx

Donc , A∈α  et Ay ∈∀ yxx −≤− α
 ; Par suite ,

( )xP=α

5− Supposons qu’il existe Ay ∈  tel que ( ) ( )( ) 0/ >−− xPyxPx  ;

Rmq : ( )xPy ≠  sinon le produit scalaire précédent serait nul .

Soit ] [1,0∈t  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) txPytxPyxPxtxPytxPxtS 2/2

2222
2

−−<−−−−=−−

Le dernier terme de l’inégalité est un polynôme de degré 2 en t dont l’une des racines est 0  et l’autre est
strictement positive ; donc :

] [ ( ) ( ) 2
1,0 xPxtSt −<∈∃

6− Supposons que ( )xPu = .

Par définition Au ∈  . S’il existe Ay ∈ tel que ( ) 0/ >−− uyux alors d’après I5 il existe ] [1,0∈t  tel que

( ) ( ) 2
xPxtS −<

. On pose ( ) ( ) Atyutuytuz ∈+−=−+= 1  car A est convexe . Et alors 
22

uxzx −<−
contredit ( )xPu = .

  Donc ( ) 0/ ≤−−∈∀ uyuxAy .

     Supposons que : Au ∈  et ( ) 0/ ≤−−∈∀ uyuxAy  . D’après I4 , ( )xPu = .
Concl : 

Au ∈  et ( ) 0/ ≤−−∈∀ uyuxAy  ⇔  ( )xPu =
.

7−Soit { } nIRyx ⊂, .  D’après I6 on a : ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0/ ≤−−⇒∈ xPyPxPxAxP  et 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0/ ≤−−⇒∈ yPxPyPyAyP . On ajoute les deux inégalités : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0/ ≤−+−− xPyPyPyxPx .
Concl : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
/ yPxPxPyPyx −≥−−

D’après l’inégalité de Cauchy Schwarz , l’inégalité précédente donne : 
( ) ( ) yxyPxP −≤−

  PR tt 

( )yx, . Donc P est lipchitzienne donc continue sur 
nIR  .

Par définition ( ) AIRP n ⊂ .



( ) ( ) 00/, ≤=−−×∈∀ xyxxIRIRyx nn

 donc 

( ) xxPAx =∈∀

Et  ( )nIRPA ⊂ .

Donc ( ) AIRP n =

8−Soit Ax∉ , supposons que ( )
o

AxP ∈  : 0>∃r  
( )( ) ArxPBo ⊂,

. Ax∉ donc ( )xPx ≠  donc 

( ) 0>− xPx
 on pose 

( )( )xPxr −= 2,min
2

1λ
 et 

( ) ( ) ( )( )xPx
xPx

xPy −
−

−=
λ

.

( ) rxPy <=− λ
 donc 

( )( ) ArxPBy o ⊂∈ ,
 et 

( ) ( )xPx
xPx

yx −
−

−<− λ
1

( )xPx −<
 :

impossible contredit la définition de ( )xP .
Donc 

( )
o

AxPAx ∉⇒∉
_________________________________________________________________________________________
_

9−Soit Bx∈  
( ) 0≠− xfx

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 01/21
2222 =−+−+−⇔=−−⇔∈−+ xxfxxxxfxxxfxxxSxfxxx ρρρρ

On obtient une équation du second degré d’inconnue ( )xρ  .

( )( ) ( ) ( ) 01/
222 ≥−−−−=∆′ xxfxxfxx

 car 
01

2 ≤−x
.

Les deux racines sont : 

( )( )
( ) 2

/

xfx

xfxx

−
∆′±−−

. Leur produit est négatif donc elles sont de signe opposé ;

( )( ) ( )( )xfxxxfxx −≥∆′⇒−≥∆′ // 2

 donc 

( )( )
( )

0
/

2
≥

−
∆′+−−

xfx

xfxx

.

On remarque que 
( )( ) ( )( ) ( )xfxxxfxxxfxx −≥−=− 22

//

Une des racines est nulle si et seulement si 
01

2 =−x
 , l’autre racine est alors 

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

0
/

2
//

22
≤

−
−−=

−

−±−−

xfx

xfxx

xfx

xfxxxfxx

 car 
( )( ) ( ) 01/ ≥−≥− xfxfxx

(en effet

( ) BBf ⊂   ) ;

Par suite , pour tout Bx∈  il existe un unique réel positif 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) 2

222 /1/

xfx

xfxxxfxxxfxx
x

−

−−−−+−
=ρ

 vérifiant la propriété demandée 



On définit ainsi une application ρ  de B dans 
+IR . Elle est obtenue à partir  d’applications de classe 

2C

donc ρ  est de classe 
2C sur B.

D’après le calcul déjà fait  ( ) 0=⇔∈ xSx ρ

10− ( ) SxBx ∈∈∀ ϕ  par définition . Donc ( ) ( ) 12
2

2
1 =+∈∀ xxBx ϕϕ  .

 ϕ  et α  sont de classe 
2C sur B car f et ρ  le sont . On dérive par rapport à 1x et par rapport à 2x  :

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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ϕ
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ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
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Soit g l’endomorphisme de 
2IR  canoniquement associé à la matrice proposée que nous noterons xA

. On

munit 
2IR de sa structure euclidienne canonique . 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )ooo xvectggxvectggx ϕϕϕ ⊂⇒⊂⇒=∈⇒ ∗ ImImImker1
  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) 21110 <≤=⇒=⇒=⇒≠⇒∈ grgArgxvectdimxvectdimxSx x
oϕϕϕϕ

Donc xA
 est singulière 

Rmq : « singulière » n’est plus utilisée dans le programme .

11−a On développe le déterminant et on pose : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxxxxBx 1,22,12,21,11,12,2 ααααγααβ −=+=∈∀
 

α  est 
2C sur B  donc ses dérivées partielles existent et sont  

1C sur B donc β et γ
1C sur B ;

{ } ( ) ( ) iii xxxiBx −=∈∀∈∀ ϕα2,1
 donc 

( ) { } ( ) ( ) ji
i

j
ji x

x
xBxji ,,

22,1, δ
ϕ

α −
∂
∂

=∈∀∈∀
.

D’où Bx∈∀  
( ) ( ) 0det1, ==Ψ xAx

 car xA
 est singulière.

11b−  Pour tout [ ]1,0∈t ( )txx ,Ψ→  est continue sur B car β et γ
1C sur B et B compact  donc ( )tJ

existe .

( ) ( ) π== BaireJ 0 et ( ) 01 =J .

11c−

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=
BBB

dxdxxdxdxxdxdxx 212,2211,121 ααβ
. Les applications étant continues sur B on

peut utiliser le théorème de Fubini : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 1

1

1

2
112

2
1121

1

1 2

1

1 21
2

2
212,2 1,1,,

2
1

2
1

dxxxxxdxdxxx
x

dxdxx
x

x
B

∫∫ ∫∫∫ −−

−

−−
−−−−=








∂
∂

= αα
α

α

Or 
( ) ( ) ( ) { } ( ) 02,1001, 2

11 =∈∀⇒=⇒=⇒∈−±= xixxSxxx iααρ
 . On en déduit que 

( ) 0212,2 =∫∫
B

dxdxxα
. Et de manière analogue 

( ) 0211,1 =∫∫
B

dxdxxα
 .

Donc 

( )∫∫ =
B

dxdxx 021β



11d− 2

2

1

1

x

g

x

g

∂
∂

×
∂
∂

 est continue sur B  car g est 
2C   sur B . On peut appliquer le théorème de Fubini .

( ) ( ) ( ) 2

1

1

1

1 1
2

2

1

1
1

2
2

2
2

dxdxx
x

g

xx

g
gI

x

x∫ ∫−

−

−− 







∂
∂

×
∂

∂
=

.Effectuons une intégration par partie dans la1° intégrale  

[ ]1,12 −∈x  fixé : 

( ) ( )21
2

2
1 , xx

x

g
xu

∂
∂

=
  

( ) ( )21
21

2
2

1 , xx
xx

g
xu

∂∂
∂

=′

                           ( ) ( )2111 xxgxv =       

( ) ( )21
1

1
1 , xx

x

g
xv

∂
∂

=′
 u et v sont 

1C sur 
[ ]2

2
2
2 1,1 xx −−−
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,,,, dxdxxx
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g
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
∂∂
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
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


×

∂
∂=

Donc 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21
21

2
2

1

1

1

2
1

2

2

22
1

2

2

2
1 ,1,1,1,1 dxdxx

xx

g
xgdsssgss

x

g
ssgss

x

g
gI

∂∂
∂

×−





−−×−−

∂
∂

−−×−
∂
∂

= ∫∫∫−

En intégrant d’abord en 2x puis en 1x on obtient la formule donnée pour ( )gI 2 .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫∫∫ −=
B

B

dxdxxxxxdxdxx 212,11,22,21,121 ααααγ

α  est de classe 
2C  sur B donc on peut utiliser le calcul précédent et le théorème de Schwarz : 

12

2
2

21

2
2

xxxx ∂∂
∂

=
∂∂

∂ αα

 ; On a alors 
( ) ( ) ( )ααγ 2121 IIdxdxx

B
−=∫∫

( ) ( ) ( ) ( ) −





−−

∂
∂×−−−−

∂
∂×−= ∫−

dsss
x

ssss
x

ss
1
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2

2

22
1

2

2

22
1 ,1,1,1,1

αααα

( ) ( ) ( ) ( )dsss
x

ssss
x

ss∫− 





−−

∂
∂×−−−−

∂
∂×−

1

1

2

1

22
1

2

1

22
1 1,1,1,1,

αααα

Or 
( ) ( ) ( ) { } ( ) 02,1001, 2 =∈∀⇒=⇒=⇒∈−±= xixxSssx iααρ

Et  
( ) ( ) ( ) { } ( ) 02,100,1 2 =∈∀⇒=⇒=⇒∈−±= xixxSssx iααρ

Donc 
( ) 021 =∫∫B

dxdxxγ

[ ]1,0∈∀t     
( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫∫ ===++=

BBBB
JdxdxdxdxxtdxdxxtdxdxtJ πγβ 02121

2
2121

.

Donc J est constante . Or  ( ) π≠= 01J  :Impossible . Par suite , l’hypothèse « ( ) xxfBx ≠∈∀  » est
fausse.

Conclusion : toute application de classe 
2C   de B dans B a au moins un point fixe .

12−Soit ( )21, gg  les fonctions coordonnées  de g : chacune est continue sur B car g l’est . F est un fermé

borné non vide de 
2IR donc d’après la généralisation du théorème de Weierstrass , on a :

{ } ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
2

:sup02,1 22 ε
ε εε ≤∈−∈∃>∀∈∀ FttgtgquetelleIRIRCgi iii



Soit 0>ε  on pose ( ) ( ) ( )( ) ( )222
21 ,, IRIRCggg ∈= εεε   .

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

2

1

22

2
2 








≤−=−∈∀ ∑

=

ε
εε

i
ii xgxgxgxgFx

donc ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } εε εε ≤∈−∈∃>∀ FxxgxgIRIRCg :sup,0 222

13−Soit Bx∈  : 
( ) 1≤xf

donc 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1
1

1

11
=

+
+

≤
+

+−
≤

+
=

ε
ε

εε
εε

ε

xfxfxfxf
xh

 donc ( )( ) Bxh ∈ε   . 

D’où ( )( ) BBh ⊂ε

Soit Bx∈  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ε
ε

ε
ε

ε
ε

ε
εε ε

ε
ε 21

1111

1

1
≤×

+
+

+
≤

+
+−

+
≤−

+
=− xfxfxfxf

xf
xfxh

Donc ( )( ) ( ){ } εε 2:sup ≤∈− Bxxfxh

14− Soit f une application continue de B dans B et
∗∈ INn . D’après 13 il existe une application nh

 de classe 

2C  de B dans B vérifiant 
( ) ( ){ }

n
Bxxfxhn

2
:sup ≤∈−

. D’après le théorème de Brouwer particulier nh

a au moins un point fixe nx
 et on a 

( )
n

xfx nn

2≤− ( )1 .

( )nnx
est une suite d’éléments de B fermé borné de 

2IR  donc compact . Donc 
( )nnx

a une valeur

d’adhérence Bx∈  : Il existe une suite extraite ( )( )
nnxϕ  convergeant vers x et f étant continue sur B on a 

( )( ) ( )xfxf n
n

=
+∞→ ϕlim

. ( )1 entraîne 
∗∈∀ INn

( ) ( )( ) ( )n
xfx nn ϕϕϕ

2
≤−

. Par passage à la limite on

obtient 
( ) 0≤− xxf

 . Donc ( ) xxf = .
D’où : si f est une application continue de B dans B , f a au moins un point fixe dans
B .

15− ( )rBrxBx ,0∈⇔∈  . Donc : ( ) ( )( ) ( )222 ,,0,, IRBCgrBrBCf ∈⇒∈ .

( ) ( ) 1
11 =≤=∈∀ r
r

rxf
r

xgBx
 . Donc ( ) BBg ⊂  . 

D’après 14 , g au moins un point fixe Bx∈ .

( ) ( ) ( ) rxrxfxrxf
r

xxg =⇔=⇔= 1

 ; De plus ( )rBrx ,0∈ .

D’où : si f est une application continue de ( )rB ,0   dans lui−même , f a au moins un point fixe dans 

( )rB ,0 .



16− 

( ) AxfAAxAAAf
oo

∈−∈∀⇔⊂





 −

.

  16a− A borné donc ( )11 ,00 rBAr ⊂>∃  . A fermé borné de 
2IR  donc compact et f continue sur A donc 

( )Af  est borné  donc ( ) ( )22 ,00 rBAfr ⊂>∃ . 

Donc , il existe ( ) 0,max 21 >= rrr tel que ( )rBA ,0⊂  et ( ) ( )rBAf ,0⊂
.

Ce qui donne ( ) ( )rBAfA ,0⊂∪

16b− Soit ( ) ( ) AxPrBx ∈∈ ,0  donc ( ) ( )( ) ( ) ( )rBAfxPfxh ,0⊂∈= . Donc ( )( ) ( )rBrBh ,0,0 ⊂
.

D’après 7 , P est continue sur 
2IR et ( ) AIRP =2

 de plus f est continue sur A donc h est continue sur 

( )rB ,0

Donc d’après 15 , h a au moins un point fixe ( )rBx ,0∈  : ( ) ( )( ) xxPfxxh =⇔=

Supposons que Ax∉ , d’après 8 , ( )
o

AxP ∉  donc ( )
o

AAxP −∈  donc 

( )( ) AAAfxPfx
o

⊂





 −∈=

absurde  Donc Ax∈   et ( ) ( )( ) xxPfxf ==
Concl : f a au moins un point fixe dans A

On a démontré le théorème de Brouwer dans le cas général .

17− 
( ) ( ) ( )( ) SBfxfBxSBf ⊂−⇒=−∈∀⇒⊂ 1

  

Supposons que f est continue sur B . −f est continue sur B et on a ( )( ) BSBf ⊂⊂− . D’après 14 ,−f a au

moins un point fixe Bx∈ . Et ( ) Sxfx ∈−=  donc ( )xfx =  ce qui entraîne 0=x  impossible car Sx∈
.
Donc , f n’est pas continue sur B.

18− ( ) ( )xfyBxBfy ≠∈∀⇒∉  ;Donc g est définie et continue sur B .

D’autre part 
( ) 1=∈∀ xgBx

donc ( ) BSBg ⊂⊂ .

D’après 4 , g a au moins un point fixe Bx∈  . Et ( ) ( ) SBgxgx ⊂∈= donc ( ) xxf = .

( ) ( )xxyyxgx −+=⇔= 1

( ) ( ) 0>−⇒≠⇒≠⇒∉ xyxyxfyBfy
.

Par suite , 
( ) 111 >−+=−+= xyxxyy

 .

Donc ( ) ByBfy ∉⇒∉  . Et par suite , 

( )BfB ⊂

19− 
x

x
x →

 est continue sur {}0−B à valeurs dans S , 
xx −→1

 est continue sur B à valeurs dans 

[ ]1,0  et h est continue sur [ ]1,0×S  donc f est continue sur {}0−B .



( ) yy
x

x
hx

x

x
hxf

xxxxxxxx
==










=










−=

≠→≠→≠→≠→ 0,00,00,00,0
lim1,lim1,limlim

 car 

S
x

x
∈

.
Donc f est continue en 0 .
Donc f est continue sur
B

[ ]( ) ( ) SBfSSh ⊂⇒⊂× 1,0 .

( ) ( ) xxhxfSx ==∈∀ 0,  . Cela contredit le théorème de non rétractation 17 donc il ne peut pas exister 
Sy ∈  tel que  ( ) yxhSx =∈∀ 1, . Comme h est à valeurs dans S, on en déduit que :

( )1,xhx →  ne peut pas être constante .

20a− 
( )( ) ( ) ( ) 0,0,0 ≠−∈∀⇒∉ xfyrBxrBfy

 ; f étant continue sur 
2IR  , on en déduit que ( )rg

est continue sur ( )rB ,0  . De plus , ( ) ( )( ) ( ) ( )rBrSrBg r ,0,0,0 ⊂⊂
 . D’après 14 , ( )rg

 a au moins un

point fixe ( )ru
.

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) rurSuuug rrrrr =⇒∈⇒= ,0

( )
( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )r

r

r

r

r
r u

r

ufy
yuf

ufy

ufy
ru

−
−=−⇔

−

−
=

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )
22

/ r
r

ufy
u

r

ufy
uyuf

r

r

r

rr

−
−=

−
−=−

D’où ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )rrrrr ufyruyuufrSu −−=∈∃ //,0

20b− Par définition de f , on a ( ) 22 IRIRf ⊂ . Supposons qu’ il existe 
2IRy ∈ tel que ( )2IRfy ∉  . Pour

tout ( )( )rBfyr ,00 ∉> . D’après 20a , ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )rrrrr ufyruyuufrSu −−=∈∃ //,0

D’où ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0// ≥−−= rrrr ufyruyuuf
 ; ce qui entraîne  

( )( ) ( )( ) ( ) yruyuyufyr rrr =≤≤− /
 . Par suite 

( )( ) yufy r ≤−
. 

On a alors ( ) ( )rSur r ,00 ∈∃>∀
tel que 

( )( ) yufy r ≤−
 ; 

                 Et 
( ) ( )( ) +∞=⇒=

+∞→ r
r

r ufru lim
 . Il y a une contradiction . 

Donc ( )22 IRfyIRy ∈∈∀

Donc ( )22 IRfIR =


