E3A 2024 PSI

Mathématiques
un corrigeé

EXERCICE 1

Soit n un entier naturel. Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(Q, o, P) suivant la méme loi binomiale 2 (n, 1 ).

On pose, pour tout w € Q, A(w) = (Y(Qw) Z(Ow)>'

1. Calcul d’une somme

2n
1.1 Par la formule du binéme de Newton, on peut écrire (1 + X)?" = Z (271) X*. Ainsi, le coefficient de X™

k
k=0
est <2n>
n

1.2 On peut écrire aussi (1 + X)?" = (14 X)"(1 + X)". Dans cette écriture, pour trouver le coefficient de X",
on somme le produit des coefficients de X* venant du premier facteur et de celui de X™ % provenant du
second facteur. k peur varier de 0 & n.

Ainsi, lorsqu’on développe (1 + X)"™(1 + X)", le coeflicient de X™ est

2 ()(.2)

92 P n _ n
1.3 Rappelons I’égalité : (n B k) = (k)

Par unicité du coefficient de X™ dans (1 + X)?", on obtient par les deux questions précédentes,
i n\? _(2n
k] — \n
k=0

2. T= (; 8) est une matrice triangulaire inférieure. Son spectre est alors {a, c} et x7(X) = (X —a)(X —¢).

(a) ou bien a # ¢, alors son polynome caractéristique est scindé sur R & racines simples. Par propriété T est
diagonalisable sur R.

a 0
0 a> = als telle

que T = PDP~'. Or PDP~! = al,. Ainsi, si T était diagonalisable alors T' = al,. Ce qui est impossible
puisque to; = 2 # 0.

(b) oubien a = ¢. Si T était diagonalisable alors il existerait une matrice inversible P et D = (

De par cette étude, on en déduit T est diagonalisable si et seulement si a # c.

3. Par ce qui précéde

{w € O, A(w) est diagonalisable } = {we€ QY (w)# Z(w)}
= {weQ,Y(w)=

Cs

Puis, {w € 0, Y (w) = Z(w)} =
Les événements (Y =k)N(Z

Y = k)N (Z = k).
k

0
k))o<r<n sont incompatibles, donc

P(flwe QY (W) =Zw}h =) P(Y=knN(Z=k)
k=0

n

Les variables aléatoires étant indépendantes et suivant la méme loi binomiale % (n, %), on obtient :

P((Y =k)N(Z=k) =P =k)P(Z=k) = <<Z> @k (;)n_kf T <Z>



En conclusion :

4n

n 2
P({w € Q, A(w) est diagonalisable }) =1 — L (n)
k=0

En utilisant le résultat de 1.(c), on obtient :

1
P ({w € ©, A(w) est diagonalisable }) = 1 - — (27? )

{w € O, A(w) est inversible } = {w € Q,det(A(w)) # 0}
fwe QY (w)Z(w) # 0}
= {weQY(w)#0et Z(w) #0}

Alors, les variables aléatoires étant indépendantes et suivant la méme loi binomiale 2 (n, 3 ),

P ({w € Q, A(w) est inversible }) = P(Y £ 0)P(Z £ 0) = (1 - P(Y = 0))® = (1 - an>

EXERCICE 2

. ir <t
On note E = C°([0,1],R). On rappelle que, pour tout (z,t) € [0,1]?, on note min(z,t) = { i: Slsigrjl(;l
1. Questions préliminaires
1.1 Soit o € R. Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre & coeflicients constants.
— L’équation caractéristique est 72 + o = 0.
— Les solutions réelles de ¢y + ay vont dépendre du signe de « :

Premier cas simple : @ = 0. Ainsi, les solutions de y”’ = 0 sont les fonctions affines y : t — at + b ou
(a,b) € R2.

Deuxiéme cas : a < 0. Alors les solutions de 1’équation caractéristique sont deux solutions distinctes :
ry =+v/—a et ro = —y/—a et on en déduit les solutions de ’équation différentielle :

y:t—aet 4 bet

ot (a,b) € R%
Troisiéme cas : a > 0. Alors les solutions de ’équation caractéristique sont deux solutions complexes
conjuguées : r; = \/ai et 1o = —\/ai et on en déduit les solutions de I’équation différentielle :
y i t — acos(vat) + bsin(y/at)
o (a,b) € R%

1.2 Soient h € E et o € [0, 1]. D’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, puisque h est continue sur [0, 1],
H est 'unique primitive de h sur [0,1] qui s’annule en a. Par définition d’une primitive sur [0, 1], H est

dérivable sur [0,1] et . Puisque h est continue sur [0,1], H devient | C! sur [0,1]|.

2. Cas particuliers

2.1 Par définition de min, on a f : ¢+ min(%, t) est définie sur l'intervalle [0, 1] par :

f:t»—>{

On en déduit que son graphe est formé par deux segments :

W= o~



035

0.30 1

0.25 1

0.20 -

0.15 1

0.10 -

0.05 +

0.00 -

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

2.2 Par relation de Chasles, on peut écrire

1 1 3 1q
/ min(=,t)dt = / tdt + / =dt
0 3 0 1 3

t)d tz% 1
/mm* [2]04‘5(—5)—@

2.3 Soit x € [0, 1]. Par relation de Chasles, on peut écrire

1 x 1
/ min(z, t)dt :/ tdt+/ xdt
0 0 T

Ainsi

Ainsi
x
Hdt="—+a2(l—z)=a(1-=
/ min(z, 2 —l—x( z) = z( 2)
On vérifie que pour x = %, on retrouve le résultat de la question précédente
3. Soit f € E.

3.1 Ecrivons F différemment aprés avoir utilisé la relation de Chasles :

Vz € [0,1], F(z) = /Oxtf(t)dt—kac/l f(t)dt

Par le théoréme fondamental de I’analyse, applicable car t — tf(t) et f sont continues, x foz t f(t)dt et
x> [ f(t)dt sont C* sur [0,1] et respectivement de dérivées z — z f(z) et @ — x f(z) .
Alors par prodult et somme de fonctions de classe O, F I'est également et :

vz € [0,1], F'(z) /f dt— o f( /f dt

3.2 )
F(O):/ 0f(t)dt = 0
0

W= [ sou=

3.3 On a déja vu que F est C*! sur [0,1] . D’autre part, Vo € [0, 1], F'(z) f f(t)dt. Donc par le théoréme
fondamental de I’analyse,F’ est C! sur [0,1] .Donc F est C? sur [0,1] . Puis F” = (F') = —f puisque

(J7 F()dt) = f(x).



4. A toute fonction f de E, on associe T'(f) définie par :

1
Vo € 0.1), () = [ minGe,0)f(@)ae
0
Remarquons que T'(f) = F € C?([0,1],R) C E. Ainsi, T : E — E.

Montrons proprement la linéarité :
V(f.g9) € E>,Y(\, p) € R?,Vz € [0,1],

TOS +pg)@) = fymin( )OS + pg))dt
A Jo min(z, t) f(t)dt + p [y min(z, t)g(t)dt  par linéarité de lintégrale
= (AT(f) + uT(g)) (x)

C’est ainsi que l'on peut conclure :

T(Af + pg) = NT(f) + pT'(g)

montrant la linéarité de T puis que T est un endomorphisme de E.

5. Regardons le noyau de T : Soit f € ker T'. Alors T(f) = 0. Or T(f) est la fonction F de la question 3. Puis en 3.3,

F'"=—f.Ici, F=0dou F”" =0 = —f. Conclusion f =0 et ker T = {0}, ce qui implique que .

6. On pose A = {G € C?([0,1],R),G(0) = G'(1) = 0}.

6.1

6.2

6.3

Soit G € Im(T). Par définition, il existe f € F tel que G = T(f). Par 3.2 et 3.3, on obtient G € A.

Conclusion :.

Soit G € A. Posons F' = T(G").Par 3.3, F"” = —G". Donc, 3¢ € R,Vz € [0,1],F'(z) = —G'(x) + c¢. En
particulier, pour x = 1, F'(1) = —G’(1) + ¢. Par 3.(b) et définition de A, ¢ = 0. Ainsi, F¥ = —G’. Donc,
dec € R,Vz € [0,1], F'(z) = —G(x) + c. En particulier, pour x = 0, F'(0) = —G(0) + ¢. Par 3.2 et définition

de A, ¢ = 0. Conclusion :

Par 6.1 ImT C A. Par 6.2, pour tout élément G de A, G = T(—G"”) € ImT, c’est-a-dire A C ImT.

Conclusion :

7. Recherche des éléments propres de T

7.1

7.2

7.3

Soit A une valeur propre de T

Puisque T est injective, A # 0.

Supposons A < 0 : il existe f € E, f # 0, T(f) = Af. Si on pose F' = T(f), on sait par 3.3, F est C?
sur [0,1] et F” = —f. Puisque f = $F, f est également C? sur [0,1] et f” = —1f. Ainsi f est solu-
tion de I'équation différentielle f” + 1 f = 0. Puisque A < 0, par la question 1.1, il existe (a,b) € R?,
vz € [0,1], f(z) = aeV 3" +be~V 32,

Par 3.2, T(f)(0) = (T(f))'(1) = 0. Or f = T(f). D'ou f(0) = 0, ce qui donne a +b = 0 et Vz €

[0,1], f(x) = 2ash (Rz) Puis f'(z) = QaRch (Rx) f/(1) = 0 implique @ = 0 puisque ch ne

s’annule pas.
En conclusion, on trouve f = 0 impossible avec la définition de vecteur propre. Ainsi, si A est une valeur
propre de T, elle est strictement positive.

Soit A une valeur propre de T
Par la question précédente, on sait tout vecteur propre f associée est solution de I’équation différentielle

f"+ 1 f=0avec f(0) = f'(1) =0.

Par la question 1.1, il existe (a,b) € R? Vx € [0,1], f(z) = acos(\/;x) + bsin(\/;x).

f(0) = 0 implique a = 0. f'(x) = b\/gcos(\/;x). On doit avoir f #0 et f/(1) =0 = b\/;cos(\/;). Ce
qui impose cos(\/g) =0.Donc 3k € Z,\/ 5+ = & + k.

On en déduit que les valeurs propres de 1" sont de la forme : Ay = L ou ke Z.

(5+kn)”

Par la question précédente, E, (T) = {f € E/3b € R,Vx € [0,1], f(z) = bsin( ix)} = vect(x —

sin ( ix)) Ainsi, la dimension de Ey, (T) est 1 et une base est (x +— sin ( %kx))



EXERCICE 3

1. On s’apergoit que m;; = mj;. Ainsi, M est une matrice symétrique, a coefficients réels, alors par le théoréme
spectral, M est diagonalisable dans .#, (R).

2. On note Uy = X X7
21 X € My et XT € M. Par propriété du produit matriciel, on obtient Ux € #,(R). Puis V(i,j) €
[1,n]2, [Ux])i; = @iz;j. Ainsi, Ux est une matrice symétrique, a coefficients réels, alors par le théoréme
spectral, elle est diagonalisable dans ., (R).

2.2
.’E% T1X9 L T1Xp
ToX1 l‘% L To2Xp
Ux =
2
Il Anply --- T,

Ainsi, chaque colonne de Ux est colinéaire & X. X # 0 puisque (X,Y") est une famille libre. Donc Ux est
de rang 1 et Im(Ux) = vect(X).

21
23 ker(Ux)={Z=| : | Vie[l,n],zi(x121 + 7222+ - -+ 2p2,) = 0}. Puisque X # 0, il existe i € [1,n] tel
Zn
21
que z; # 0. Ainsi ker(Ux) ={Z = | : | /o121 + 22220 + - + T2, = 0} = {Z/(X]|Z) =0} = (vect(X))™.
Zn

Or vect(X) = Im(Ux). D’ou le résultat demandé.

2.4 Par théoréme du rang, on a dimker(Ux) + dimIm(Ux) = dim R™.
Soit Z € ker(Ux) NIm(Ux). Alors, il existe a € R, Z = aX puisque Z € Im(Ux). Puis (Z|X) = 0 car
Z € ker(Ux).D'oua(X|X) =0.0r X # 0= (X|X) #0. Ainsi, a =0 et Z = 0. Puis, ker(Ux)NIm(Ux) =
{0}. Nous avons les deux conditions montrant que ker(Ux) et Im(Ux) sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires.

2.5 Calculons les coefficients de U% :

Y(i, ) € [1,n]% [U% s :Z TiTp T Tj = T; Tj Z r3 = tr (Ux)[Ux]ij
k=1 k=1
Conclusion : U% = tr (Ux) Ux. Ainsi P(X) = X? —tr (Ux)X est un polynome annulateur de degré 2 de la
matrice Ux. Attention a ne pas confondre le vecteur X avec l'indéterminée du polynome
2.6 Une base adaptée a la décomposition R™ = ker(Ux) ® Im(Ux) est une base du type (Z1,---, Zp—1,X) o
(Z1,-++ ,Zp_1) est une base de ker(Ux) et (X) base de Im(Ux ). Comme Vi € {1,..,n —1},Ux(Z;) =0 et
Ux(X) =tr (Ux) X, on obtient :

Op—1 | On—1,1

Mat(z, ...z, x)(ux) = "7 1ol

M=

Rappelons que tr (Ux) =Y 27 = (X|X).
k

3. Dans la cas particulier ot o # 0 et 3 = 0. On a M = I,, + aUx. Puisque Ux = Mat,),(ux) ou (e;);
désigne la base canonique de R™, Ux est semblable & la matrice D déterminée dans la question précédente. Ainsi,

1 0 0 -- 0
0 1

1

Ux = PDP~'. Alors M = I, +PaDP~!' = P(I,+aD)P~'.Or I,4+aD = |0 0

oo 0
00 - 0 1+ad e
On en déduit que Sp(M) = {1,1 4+ «(X|X)} et M est semblable a la matrice diagonale I, + aD. =

4. On revient au cas général et on se propose de déterminer les valeurs propres de la matrice M = I, + aUx +
B Uy, quelques que soient les valeurs de « et 5.




4.1 On note F = vect(X,Y) et f 'endomorphisme de R" canoniquement associé a la matrice M.
411 MX = (I, +aUx + BUY)X = X +aX Xt X +BYYEX. Or X X1 X = X (X|X) = (X[|X)X et
YYLX =Y (Y|X) = (Y|X)Y. Ainsi, MX = (1 + a(X|X))X +B(Y|X)Y
4.1.2 Par la question précédente, M X € F. Par analogie, MY =Y + o(X|Y)X + 8, Y)Y € F. (X,Y)
étant une base de F, on en déduit que VZ € F, M Z € F. C’est-a-dire que F' est stable par f.

4.2 M est symétrique et représente ’endomorphisme f dans la base canonique de R™ qi est une b.o.n pour
le produit scalaire canonique de R™.Alors f est un endomorphisme autoadjoint de R™ et par propriété du
cours , si F est stable par f alors il en est de méme pour F'.

Soit Z € FX. MZ = Z+aX XPeP Z4+BY YPP 7 = Z+a(X|Z2) X +B(Y|2)Y = Z car (X|Z) = (Y|Z) =0
puisque Z € (vect(X,Y))*. Ceci montre que fpr = Idp..
1+ X]?  aX]Y) )
BXIY)  14p8]Y]?
4.3.1 En 4.1, on a vu que MX = (1 + ao(X| X)X + 8(Y|X)Y et MY = o(X|Y)X + (1 + 5(Y,Y))Y. Or
MX = f(X) f(Y) = MY. On retrouve donc bien que Matx y)(fr) = G.

4.3.2 Soit # = (X,Y,%p.) une base adaptée & F @ F*. Par les questions, 4.2 et 4.3.1, on en déduit

G 02 n—2
Mat = '
at(f) Op—22 | In—2
4.3.3 Ona G = Mat(fr). Or, f est un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien (R™) et F est stable
par f. Ainsi, fr reste un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien (F') et par théoréme spectral
fr est diagonalisable sur R et donc G aussi, montrant en particulier que ses valeurs propres sont réelles.
Attention, G n’est pas symétrique car ce n’est pas une matrice de fr dans une base orthonormée de F
all X2 a(X|Y2) allX? a(XD;))
XY BlIY| X)) BlIY|
Il suffira d’ajouter 1 pour déterminer celles de G.
() = X2 — (][ X + BIY )\ + aB(IX PV ]2 = (X]Y)?)
al| X Y al| X Y
_ ()\_i X1l -%Fﬂ\l Il ))2 _ (ol X]] -ZBH [9) +aB(|IX |2V )2 - (X|Y)?)
X Y .
(\ — CIXISERRN? = & (o)X |1 + BIY ) ~ 40| X|P[Y] + 4a5(X[V)?)
a X248 Y1
- (3~ (AR (af X2 - Y 2)? + daB(X|Y)?)
Les valeurs propres de H sont alors,

4.3 On note G = (

4.3.4 Ecrivons G = I + ( ) Cherchons les valeurs propres de H = (

(el X% + Bl

) 4 %\/a(HXHQ ~ BIV?)? + 4aB(X]Y)?

2
Celles de G :
1+ (afl X1 ‘21‘5||Y||2) n %\/Q(HX\P - BIY?)? + 4aB(X|Y)?
G Ozn2

4.4 M est semblable a M’ = donc ces matrices ont mémes valeurs propres.

On—22 | In—2
On a par propriété sur les matrices par bloc, x3,(A) = xg(A)(A — 1)

On en conclut que Sp(M) = {1,1 + w + /(e X2 = B[Y[?)? + 4aB(X]Y)?}.

EXERCICE 4

n—2

1. Soit n» un entier naturel, n > 2.
1

L , L
On pose, lorsque cette intégrale existe, v, = —dt.
o (1—t)t*tw
1.1 Soit « un réel strictement positif.

1.1.1 Par le cours, (14 h)* =1+ ah+ Ja(a —1)h%*+ %% (h?).
—
1.1.2 Posons t =1+ h, alorst - 1 <= h — 0.
Puis 1 —t*=1-(14+h)*=1—-(1+ah+ ja(a —1)h*+ o (h?))=—ah+ W0 (h) ~ —ah.

h—0 —0 h—0
Conclusion : 1 —t* ~ —a(t—1).
t—1
1.2 Soit 3 un réel. Enoncer En faisant un changement de variable h = 1 — ¢, on se retrouve avec une intégrale

1
de Riemann impropre en 0. Alors le cours énonce que / Wdt converge si et seulement si 5 < 1.
0 _



13 — f:t— # est continue sur |0, 1].

2
— Au voisinage de 0, 7yn(lJ f(t) =1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et / f(t)dt converge.
- 0

— Au voisinage de 1,f(¢ ) —al)

1 e . 1
e r (on a utilisé 1.1.2 ). Par 1.2 puisque - < 1 pour n > 2,

(1—t)n

S

/ f(t)dt converge.

Conclusmn Vn > 2,7, existe.
2. Démonstration d’un encadrement.

2.1 - Faisons I'¢tude de p:t+— et —1—1¢: ¢ est C® sur R. Vi € R, ' () = ¢! — 1. On en déduit le tableau
de variations de ¢ suivant :

t —00 0 +00
o' (t) - 0 +
+00 00
@(t) \ 0 /

On en déduit : Vi € R, o(t) > 0, c’est-a-dire Vi € R, 1 +¢ < €'

- Pour tout réel t négatif , écrivons la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction exponentielle

a ordre 2 : ) . )
t t—
et = 1+t+—+/ E=) gy
2 ")y T 2
Puisque t < 0 et Vu, (tzw)” “) > 0, on obtient, ft (¢ 2") edu < 0. DouVt<0,et <1+t+ %

m
u
2.2 On pose pour tout entier naturel m et pour tout réel u : U, = Z —.

Soit p un entier naturel non nul.
On suppose que : Vu < 0,Usp—1 < e* < Uyp.

2.2.1 En toute logique , on devrait obtenir cette inégalité a partir de Uhypothése précédente. Or Ugpi1 =

Usp + (2;::1) 0 pour u négatif, mais cela ne nous donne pas l'inégalité voulue. Et Uspy1 = Usp_1 +

2p w2ptl

W + (2p+1)' = Ugp—1 + (2p),(1 + 2p+1) ne permet pas d’en déduire pour u négatif que Uspy1 < Uzp.
Je propose une démonstration directe par la formule de Taylor avec reste intégral :

Vu < 0,e% = U +/ wou
o 0 2p+1

i etdt

etdt — fu (t—w)?*t etdt > 0. Ainsi €* > Uspiq

m ( t)2p+1 2p+1
. Pour u <0, [, 5 etdt = f ST

2p+1 2p+1
2.2.2 Toujours par la formule de Taylor avec reste intégral :

Vu < 0,e* = U -
U e 2p+2+/0 %+ 2

b etdt

. Pour u < 0, fu (UQQ?IH etdt = — fuo (u_t)’® t) etdt < 0. Ainsi € < Usgpia

2.3 D’aprés les questions précédentes, on attend probablement une récurrence pour montrer :
Vp € N*,Vu < 0,Uzp—1 < e < Uy

— Initialisation pour p = 1 : c’est la question 2.1
— On suppose pour p = 1 : Vu < 0,Usp—1 < e* < Usp.
Les questions 2.2.1 et 2.2.2 montrent que la relation reste vraie au rang p + 1. cqfd
3. On pose u = (l In(t )) Puisque t € [0, 1], u est négatif et on applique 'encadrement précédent.
In? (t)

4. —ftr—>(

est continue sur |0, 1].



— Au voisinage de 0, %in’(l) Vtf(t) = 0 par croissance comparée. D’ott f(t) = o(-) fo tdt est une intégrale
—

\/E
de Riemann convergente, alors par critére du o( fo t)dt converge.
— Au voisinage de 1,f(t) ~ Kod) % = (fl)pm car In(t) ~ (t —1). Or p > 1 et n > 2 implique que
1 + p < % <4 5 < 1. Par 1.2 et critére d’équivalence sur les fonctions de signe constant (f est de signe
de ( / f(¥)dt converge.

En conclusion, pour tout entier naturel p non nul et tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, Iintégrale
1
InP (¢ .
/ %dt existe.
o (1—t)t*w

5. Ecrivons I'encadrement de 3 pour p =1 :

(1—|—1ln()—|—;<lln(t)> <l—en™® g1 (1+1ln())

Ce qui donne :

Puis comme V¢ €]0, 1], (1 — )% > 0,

1 —In(t) 1 In®@) _ 1—tn _1
n(l—t)ts 202 (1—¢)l+s = (1—t)t*= )

—In(t)
In(t) m

11 reste & intégrer cet encadrement par rapport a t sur [0, 1] pour trouver encadrement voulu.

6. Soit p un entier naturel non nul.

Il s’agit d’utiliser le théoréme de convergence dominée :Posons, pour tout n > 2,f, : In” (1)

Hy, ¥n > 2, f, est continue (donc continue par morceaux ) sur |0, 1].
2 (fn)n converge simplement sur |0, 1[ vers f : t 1nP(§)
H; f est continue (donc continue par morceaux ) sur |0, 1.
H, Pourt €]0,1[, g: : ¢ — ﬁ = e~#I(1=1) et croissante : en effet gi(z) = —In(1 —t)e~*(=1 > ( puisque

(1—1t)€]0,1[ et In(1 —¢t) <O0.
Ainsi, Vn > 2,1+ 2 <1+ L et g(14+ 1) <g(1+3).
Alors, v > 2% €]0.1[, |, ()] < 220

(1-0)'*3
| 1n? (1)

Qo3 est continue, positive, intégrable par la question 4.
—t 2

p:t—

Ceci termine la vérification des hypothéses du théoréme de convergence dominée et permet d’en déduire
1 1
InP (¢ InP (¢
lim (/ n(>1dt>:/ n’(t) .
n—+00 0 (1 — t)1+ﬁ 0 11—t
7. Par 'encadrement de 5., on peut écrire :
1 1 2 1
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En utilisant la question précédente, puis le théoréme d’encadrement, on peut énoncer :
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8. — f:t— —In(t)t? est continue sur ]0, 1] et positive.
— Par croissances comparées, }irr(l) Vtf(t) = 0 ce qui nous permet d’écrire f(t) 1 t f 11 dt est une
t—
intégrale de Riemann convergente, alors par critére du o fo t)dt converge.
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9. Soit p € N,faisons une IPP en posant u(t) = —1In(t) et v'(t) =¥, i.e v(t) = 77 -



— w et v sont Ct sur ]0,1].
— }irré u(t)v(t) = 0 par croissance comparée.
ury

— Alors, 'IPP est valide et on peut écrire :
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Conclusion : / —In(¢)tPdt =
0
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10. Utilisons le développement en série entiére : V¢ €]0, H’ﬁ 22 tP.
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Il reste a utiliser le théoréme d’intégration terme & terme :

Hy, VpeN, f, : t — —InttP est continue, intégrable sur ]0, 1] par 8.

H, Y f, converge simplement sur ]0, 1[ (découle d’une série géométrique).
p=0
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Hz t—=3 fp(t) = %(tt) est continue sur |0, 1[.
p=0

Hy Y fol |fp()|dt = fol —In(t)tPdt =5 ﬁ est convergente en tant que série de Riemann ot v = 2 > 1.
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Par le théoréme d’intégration terme a terme,
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11. La question 7 nous donne :
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Or/o 1—t dt:gW:;FZF'DOU le résultat.



