ENSAI, MP, 2002, Mathématiques II

(6 pages )

I-RESOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE BERNOULLI

h2(x) + (x — 1)h(z)

1°a) Sur R*, I’équation (1) est équivalente & h/(z) = — . Elle est donc de la forme
+

T
! *
Yy = f(z,y) avec f: RI xR =R
(x,y) +— _92 + (@ — 1)3/.
3

Or f est C' sur R% x R donc, selon le théoreme de Cauchy, pour tout xg > 0 il existe une unique
solution maximale (I , h) vérifiant h(zo) = 0. Donc si h est une solution sur R* qui s’annule en z¢ > 0 et,
comme la fonction nulle est clairement solution sur R* (donc maximale), on a h = 0. Soit, maintenant,
h une solution de (1) sur R différente de la fonction nulle: elle ne s’annule donc pas et (1) donne

_xz—1_1 1 . 1 R . 1 y
Vo > 0, ) + 7 soit, en posant m(z) = e ce qui définit une fonction C* sur R%,

_h(x)
h? ()

Vo >0, m/(z) = xx;lm(x) + %

Donc m vérifie 'équation linéaire (2) : m’ = L— Lo+ % L’équation homogene associée a pour solutions

sur R% m(z) = C exp|z —Inz] = C % ot C € R et la méthode de variation de la constante conduit a

C'(x) % = % donc C(x) = —e™* + K avec K1 € R et donc les solutions de (2) sur R* sont les fonctions

m: T +— % avec K1 € R. De plus, comme m = % ne s’annule pas sur R%, on doit avoir

Vo > 0,K; # e * donec K; ¢]0,1].

Réciproquement, si K7 € R\|0, 1[, Papplication h : = ﬁ est définie et C' sur R et on a

Kie"—1—aK,e" — D (K1e” -1 2
bien Va € R*, xh'(x)—i—(x—l)h(x):x[ 1€ z 1e]+(x2 Jr(Kie® —1) 2
(Kl et — 1) (Kl et — 1)
—h?(x).
Donc les solutions de (1) sur R* sont les fonctions h: 2 — ﬁ avec K7 € R\|0,1].

b) De méme, les solutions de (1) sur R* sont les fonctions h: z — ﬁ avec Vo € R* | Ky #£e 7.

Ainsi, les solutions de (1) sur R* sont les fonctions h : z +—— ﬁ avec Ko € R\]1, +o0] .

Si h est solution de (1) sur R alors h est solution sur R* et sur R donc 3 (K7, K2) € (R\]0,1[)x] —
00, 1], h(z) = { Si Ky # 1, on a lim, .o+ h(z) = 0 et h(0) = lim, o+ @ =
ﬁ et, si K1 =1, on a, pour > 0, h(z) = ezli = oy éﬁ- o) =1- % +o(z) donc h(0F) =1
et h(0) = — L. On a des valeurs similaires en 0~ et donc (K1 #1) & (Ka # 1) et la dérivabilité en 0
donne Kll— 7= K21_ 7 donc K = K3 ce qui n'est possible que si K = K €] — 00, 0].

ﬁ Sil’>0,

ﬁ six <O0.

Réciproquement, si C' < 0, x — C‘ﬁ est C> sur R et solution de (1) sur R* et sur R donc, par con-

six #0
siz =0
vu plus haut et solution de (1) sur R* , R* et en 0.

tinuité, aussi sur R et z —— { 165” —1 est C™ sur R*, dérivable en 0 d’apres le développement

Finalement, les solutions de (1) sur R sont les fonctions h: z +— _Uﬁ avec C' €] —o00,0]U1 .
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II-DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE DE LA FONCTION DE BERNOULLI

o Puisque e* =14 z€2mi.Z ona Dy =C\ 2mi.Z .

o f est continue sur Dy puisque z — €* est continue sur C et Vz € Dy, f(z) = T 1 = (12) ol g

Z (nj—l)'
n=
est la somme d’une série entiére qui converge pour tout z € C donc de rayon de convergence +00. En
particulier, g est continue sur C et g(0) = 1 donc f(z) S 1 et donc f se prolonge par continuité en 0 .
z—
z#0

2° a) Avec la notation introduite au [1], on a Vz € Dy, f(2)g(z) = 1 soit, par produit de Cauchy, pour tout

30

40

50

“+oo SN “+oo n
z €U, (Z (n+1)>(zb Z>= Z(Zm) z™ ce qui donne by = 1 et, pour n > 1,

n=0 n=0 \k=0
ibik—Osmtbo—letVn >1, b, nzlbik.
o (n—k+1)! = (n—E+1)!
b) La relation ci-dessus donne immédiatement by = —%, by = 112, b3 =0.

¢) Montrons par récurrence sur n que Vn € N, |b,| < 1

Le résultat est vrai pour n =0 et si il est vrai jusquan —1 (n > 1), on a

n—1 |bk| — n+1 -l—oo1
|bn|<];)( T Zn—kz—i—l Z ;H:e—2<1 CQFD.

—+oo
d) Donc Vz € C, |bn z"| < |z"| et la série majorante converge pour |z| < 1 donc Y b, 2" converge pour
n=0

|z| <letdonc R>1

Posons S(z) = Z by z™. S est définie sur Dp et on a, par le calcul fait au [a], Vz € Dg, S(2)g(z) = 1.
Ceci montre que g ne s’annule pas sur Dp (en particulier, R < 27) donc D C Dy et qu'on a donc
Vz € Dg, S(z) = ﬁ = f(z). Donc f est développable en série entiére sur Dy, .

2 —z/2
On aVze Dy, f(z) —biz = %1 + % = % z + % = % GZQ + 6_22 et on remarque que cette fonction

est paire. Or Vz € Dy, f(z) =by+ Z by, 2" done Vp = 1, bapr1 =0 .

n=2
y N 2 by & By, 1 N~k .
. > = —— =
Dapres (2al, ¥ > 1, 0= 35 by = 8% g Py = Gy 35 O B o qui dome
n—1
Vn>=2 Y. CEBL=0.
k=0
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ITI-UTILISATION DES NOMBRES DE BERNOULLI : CALCUL DE ¢(2n).

1°a) On a, par périodicité, ¢(m) = ¢(—m) donc Vt € [—m, 7], c(—t) = c¢(t). Ainsi ¢ est paire et donc
2 U
Vn € N*, by(c) = 0 et Vn € N, a,(c) = ;/ ¢(t) cos(nt)dt. Or, pour ¢t € [0,7], 2¢(t) cos(nt) =

0
2 cos(zt) cos(nt) = cos((n+ 2)t) + cos((n — 2)t) avec n+ z # 0 et n — z # 0, puisque z ¢ Z. Donc, pour
tout n € N,

an(c) = /077 [cos((n + Z)t) + COS((” - Z)t)] dt = — n+z n—z

™

3=

1 lsin((n + 2)t) N sin((n — 2)t) 1 s

0

n—+z n—=z s n—+z n—=z

3=

(sin((n+z)7r)+sin((n—z)7r)>:(—1)"sin(z7r) ( 11 >

donc la série de Fourier de c est

( +Z p— cos(mc)) .

b) ¢ est 2r-périodique et C! par morceaux. De plus c(n~) = c(n) = cos(nz) et c(r) = c((—m)F) =
cos(—mz) = cos(mz) donc ¢ est continue sur R.

Donc, d’apres le théoreme de Dirichlet, ¢ est somme de sa série de Fourier sur R .

c) c est 2m-périodique continue et C'! par morceaux donc la série de Fourier de ¢ converge normalement .

2°  On a donc, en particulier, ¢(7) = cos(zm) = smgrzﬂ) (% + > (=) —2245 COS(WT)> d’ou, comme
1 (1 2=
sin(zm 0,VzeR\Z, cotan(zm)=— [ —-+2z2 .
w0t em i =2 (L 55 )
3° L’égalité ci-dessus donne Vz € R\ Z, 7z cotan(zm) = 1 + 222 Z —21—5 et, au voisinage de 0,
n=1~%
mz cotan(zmw) = w2z C.OS(ZW) 1 donc I’égalité est aussi vraie pour z € R \ Z*.
sin(zm) o
Soit & €] — m,7[, posons z = £ (soit © = 72). On a z €] — 1,1 donc z € R \ Z* et alors 'égalité du [2]
donne N +
2 Foo 2 Foo
1 1 1 1
xcotanx—l—i—Q—Z—QQi:l—Qx—Q — 5
R s e e Tt 1o 5
newe m nem
2
Mais Vn > 1, E%g‘ < 1 donc (série géométrique)

2 +oo 1 +oo .T2 +o00 2q+2
rcotanzx =1 —2 22 (Z(mr) ): 22(2 mr2q+2>'

nl q=0

+oo [ +oo 2p 2p
On a donc, en posant p = ¢+ 1, zcotanz =1 -2 > [ > —2— . Posons donc u,,,, = LQE'
n=1 \ p=1 ( ) (7’L7T)
2 w z? 1
On a ¥Y(n,p) € (N*)", u,, >0, Vn € N*, 3" u,, converge de somme Y. Uy ) = oy ———— =
p>1 p=1 (nm) 1- 2+
2 2 | nemw
—2—5 =T, et Y T, converge parce que T,, ~ %L, 2. ou parce que sa convergence est donnée
(nm) n>1 n—too TN
par le résultat du [2]. La famille (ump)( e )z est donc sommable et on peut intervertir les ¥ et donc
n,p *
—+oo —+oo .’L'2p —+oo .’L'2p —+oo 1 —+oo 2
2
p=1 \n=1 p=1 n=1 p=1

Ainsi x cotanz est développable en série entiére sur | — 7, 7| .
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Siz ¢ 7Z alors 2ix ¢ 2inZ donc 2iz € Dy et on a vu au [IL.4] que: Vz € Dy, f(z)—biz = ez%l —|—§ =

z/2 —z/2 . . L plT —ix X i . .
5 Mﬁ donc f(2ix) +ix = ix gw tg—w =iz 22205(1)1?19365 soit Vo ¢ nZ, x cotanz = f(2ix) + iz .

+oo +oo
Pour z €] —r,r[ avec r = Min(£,7) > 0, on a donc 1 — 3 ;%Q(Qp)x% = 14+ 3 by (2ix)"
p=1 n=2

donc, par unicité du développement en série entiere, Vp > 1, —% ¢(2p) = (2—;1)7,22? (—=1)? donc
22r—172r B
— (_1)p+1 2p
Vp 21, ((2p) = (1) 2p)!

IV-UTILISATION DES POLYNOMES DE BERNOULLI.

z +— ! est développable en série entiere sur C, z — f(2) est développable en série entiere sur D donc
z — F(z,t) est développable en série entiére sur Dy .

= t" +<>an n = = Bnk n
On aV(z,t) € Dgp xR, F(z,1t) zn ngoﬁz :E:: kgom z". On a donc
OOP()z avec P, (t) = En:Can ktt € R[] .

bien V(z,t) € D xR, F(z,t) = Z
= P

Puisqu’on connait by pour k € [1, 3], on trouve sans difficulté:

3 1

1 1
Py(t)=1, Pi(t)=t—=, P(t)=t*—t+—, P3(t)=t>—-t>+=t.
2 6 2 2
=B, . P00 , . (s
On aVz € Dg, F(2,0)=f(z) = > = > —>r~ 2" donc, par unicité du développement en série
n=0 """ n=0 :

entiere, Vn € N, P,(0) = B,, .

V(z,t) € C xR, F(z,t+1)—F(z,t) =tV f(z ) —e*t f(z ) = e (e* — 1) f(2) = e*' z donc V(z,t) €
Dr xR, Jrf Po(t+1) = Po(t) n tn-

T yn
= n! :an in—li'z

Donc Vt € R,  Py(t+ 1) — Py(t) =0 et, pour n > 1, Pn(t +1) = P,(t) =nt" 1.

Popi(n+1) — Pria(1)
p+1 '

Donc Vk € N*, kP = ﬁ (Poi1(k 4 1) — Py (k) donc S, = Z kP =
k=1

V(z,t) € C xR, F(-z1—1t)=e 00 f(—z) = e e” —E= = e 1=55 = F(2,t) donc ¥(z,1) €

e *—1 e
—+oo _ —+oo
Dr xR, EOP"—(},L!—t) (=D = zop—n(!—) 2" donc Vt € R, P,(1—t)=(-1)"P,(t) .

mO02vm2cb.tex - page 4



10

30

40

n—1 n—1
Dlapres [2], P/(t)= S CF1B, k4 1)tk = n! B,_ k4 1)tk
p [ } n( ) kgo n (k+1) ( ) kgo (k/’ T 1)'(7’1 —k— 1)' (k+1) ( )
_ S (=) PR = k
=n = m Bn—l—k th =n kgo Cn—l Bn—l—k t

soitVn>1, P, = Pp,_1 .

V-DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER DES POLYNOMES DE BERNOULLI.

o P, est continue sur [0,1[ et P,(07) = P,(0) = P,(0) tandis que P,(0~) = P,(17) = P,(1) et, selon

[IV.5], P,(1) — P,(0) = {(1) S% n# i Donc P, est continue sur R saufsin=1.
sin=

oPour z €]—1,0[onaz+1 et —x dans |0, 1] et donc, d’aprés [IV.7], P, (z) = Py(z+1) = Py(1—(—2)) =
(=1)" P,(—z) = (—=1)" P,(—x). Ceci s’étend, par continuité & [—1,0] si n # 1. Par contre, pour n = 1,
Vo €] —1,0[, Pi(z) = —Pi(—z) mais P;(0) = —% # —P1(0).

Donc sin# 1, P, ala parité de n et P; n’est ni paire, ni impaire .

D’apres ci-dessus, Py coincide sur R \ Z avec une fonction impaire donc Vk € N, ay, (ﬁl) =0et Vk €

~ ! 1 cos (2kmt) 1\ ! cos (2km t) 1
N* bi(Py) =2 t— =) sin2knt)dt =2 | ——— (t— = 2 — 2 dt =——.
> be(P1) /O ( 2> sin(2k 1) [ 2k ( 2>]0+ /O 2k ko

400 .
~ 2k
Ainsi la série de Fourier de P; est — g sm(k)iwx) .

T

k=1

On a Vz, ﬁo(x) =1 donc co(ﬁo) =1letVkeZ*, ck(ﬁo) = 0. De plus, pour k € Z* et n € N*,

1

R 1 - o—2ikmt Lg-2ikmt
R R e s Uy sy UL
0
Pn(0) — Pa(1) n /1 ikt P (0) — Pa(1) Ck(ﬁn—l)
_ ikt p (1) dt =
2ikn 2ikr J © 1®) ik " 2ikn

ce qui d P) = —ad_ 2]) et > 2 P, = 7%(18"_1) = '7%(181) =

qui donne ¢ (Py) = i (comme [2]) et, pour n > 2, cx(P,) = n S = 1! Bikr) T =

1 1

__nl * Dy _ 1 ’ _ Ppy1(1) = Poya(0) _

@ik Enfin, pour n € N*, ¢o(P,) = /0 P,(t)dt = ] /0 Py (t)dt = | =0.

5 1 sik=0 o, sik=0
{ _W S1mnon

Donc ¢ (Py) = 0 sinon et, pour n > 1, ck(ﬁn) = {

Pour p > 1, P, est continue, C'! par morceaux et 1-périodique donc cette fonction est somme de sa série
2ikmx

= e
de Fourier. Ainsi Vz € R, Py,(z) = —(2p)! —_—.
P kg* (2ikm)?P
- . 5 2 (2p)! Rl . .
En particulier, en z = 0, on obtient P2, (0) = Psy,(0) = By = S 2o > 725 Ce qui donne bien
- k=1

1 2217—1 7T2p 3217

Vp > 1, ((2p) = (—1)PF 2p)!
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5° a) Pour n > 2, puisque P, est continue et C ! par morceaux, la série de Fourier de P, converge normalement
sur R et on a donc

2ikmx

~ n! e nl X1
keZ* k=1

2 2
Mais, pour n > 2, >, 7w < Elg = T ce qui donne Vo € [0,1[, |Pu(2)] < T (27;!),1.

2 2
b) En particulier, Vn € N, |B,| = |P,(0)] < & # donc ¥n € N, |b, (2m)"| < T et donc la suite
(bn (QW)")neN est bornée ce qui montre que R > 27. Or on avait fait la remarque au [IL.3] qu’on avait

R <2m. Donc R=2mx .

1 1
6° oSin=0,ona [Pn*Pp](x):/ Py(t)dt = co(Pp) = do,p. Sip=0, [Pn*Pp](x):/ P,(z—t)dt =
0 0

~

/ P, (u) du = co(ﬁn) =on.
x—1

o Supposons maintenant n > 1 et p > 1 et soit @ €]0,1[ fixé. Posons Qn(t) = Pu(z—1t), Q, est
continue par morceaux et 1-périodique et on a, en utilisant la formule admise (conséquence du théoreme

de Parseval), :

(B, « B (x) = / QDB dt = > (@) ex(Py) = — > e(@Qn) ﬁ -

k€eZ keZ*

Or

x—1

1
Vk eZ, cp(Qn)= / Po(x —t)e 2t 4t = —/ P(u)e 2km @) qy  (y =1z —1t)
0

x

1 _
/ P, (u)e 27 (@4 qy  (intégrale sur une période)
0

1 1
— e—21kﬂ'z / Pn(u) eszﬂ'u du = e—QZkﬂ'I/ Pn(u) e—2ikmu Jqu
0 0

|
ey = n!
—e QZkWICk(Pn

-
|
v
S
=
3
8

= —e
On obtient donc

~ =~ . n! p! nlp! (n+p)! ,
Pn P _ —2ikmx — 2ikm x
[Pur Bpl@) = 3 e oy kel ~ el 2, Qi)

et on reconnait ci-dessus la série de Fourier de P4, dont la somme est P,,, puisque n +p > 2.

1 sin=p=0
Finalement, on a Vz €0, 1], [ﬁn*ﬁp](x): 01 ~ si(n=0etp#0)ou(p=0etnz0)
Cp—Pn+p(x) sinZ0et p#0
n+p
* ok ok
* ok
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