RAPPELS ET NOTATIONS

o M3(R) est la R-algebre des matrices a coefficients réels et & trois lignes et trois colonnes. Si A est

une matrice de M3(R), on note A/[i, j] le coefficient de A dont I'indice de ligne est égal a i et I'indice
de colonne est égal a j.

o M;3(Z) est le sous-anneau de M3(R) des matrices dont les coefficients sont entiers.

1. Dans tout le probléme, E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

Le produit scalaire de deux vecteurs u et v est noté (u,v). La norme euclidienne d’un vecteur v est
notée ||v||. La distance associée a cette norme est notée d. Si u et v sont deux vecteurs de E, on a donc
d(u, v) = |lu =

E est rapporté & une base B orthonormée directe.

On note S? la sphére unité de E :
S?={veE]| |v|=1}

On note Idg I'application identique de E.
O(E) est le groupe des automorphismes orthogonaux de E.

Si f et g sont deux éléments de O(E), on note f g au lieu de f o g 'automorphisme composé de g

et de f.

On rappelle que:
e Le déterminant d’un automorphisme orthogonal est égal & 1 ou a —1.

e Les rotations vectorielles (ou plus simplement les rotations) sont les éléments de O(E) dont le
déterminant est égal & 1. Leur ensemble noté SO(E) est un sous-groupe de O(E) .

e D étant une droite vectorielle de E, on appelle demi-tour d’axe D la symétrie orthogonale par
rapport & D ; il s’agit d’une rotation vectorielle.

e SO(3) est le groupe des matrices orthogonales de M3(R) dont le déterminant est égal & 1. Rappe-
lons que I'application qui & toute rotation de E associe la matrice qui la représente dans B est un
isomorphisme de SO(E) sur SO(3).

2. Ensembles dénombrables

On rappelle que:

e Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

e [’image d’un ensemble dénombrable par une application est encore un ensemble dénombrable.
e Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

3. Partitions
Soit A un ensemble non vide. On rappelle que la famille (A4;);.; de sous-ensembles de A constitue

une partition de A si:

(1) Aucun des sous-ensembles A; n’est vide.

(i) U;cr Ai = A.

(ZZ’L) V(’L,j) EI2,Z7éj:>AlﬂAJ = 0.

4. Groupes, sous-groupe engendré par une partie

e Etant donné un groupe (G,.) dont la loi est notée multiplicativement, g étant un élément de G,
I’application de G dans G : h — g h est bijective. Si Hest un sous-ensemble de G, on note

gH={gh|heH}
e Etant donné un groupe (G,.) dont la loi est notée multiplicativement et S un sous-ensemble

de G, on appelle sous-groupe engendré par S le plus petit sous-groupe de G contenant S; c’est
Iintersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent S.



5. Déplacements

On note Dep (E) lensemble des déplacements de E lorsque ce dernier est muni de sa sructure
canonique d’espace affine euclidien sur lui méme. On rappelle que (Dep (E), o) est un groupe.

PRELIMINAIRES

Soit 2 un ensemble quelconque non vide. A et B étant deux sous-ensembles de €2, on note A\ B
I'intersection de A et du complémentaire de B; en d’autres termes:

A\B ={xe X |z € Aetx ¢ B}

S () désigne le groupe des bijections de  sur lui-méme.
Soit f appartenant & & (€2); si A est un sous-ensemble de €2, on note f(A)le sous-ensemble de §2
dont les éléments sont les images des éléments de A :

flA)={yeQ|Ir e A, f(z) =y}

On rappelle que :
(i) f(A) =0 si et seulement si A =10.

(it) Si A et B sont deux sous-ensembles de X, on a:
ACB<s f(A)C f(B).

(iii) Si (Ai);c; est une famille quelconque de sous-ensembles de X indexée par I'ensemble I, on a:

/ (UieI Ai) - UiEI 1 (4)

(iv) Si (A;);c; est une famille quelconque de sous-ensembles de X indexée par 'ensemble I, on a:

(s 4) =My £ 49
(v) Si A et B sont deux sous-ensembles de X, on a:
A\ B)=f(A)\ f(B)

1. Démontrer les propriétés (iv) et (v).

2. Prouver ensuite que (A;),.; est une partition de Q2 si et seulement si (f(A;));c; est une partition
de ©

PARTIE I: QUELQUES PROPRIETES DES ROTATIONS DE L ESPACE E

1. Soient p; et p, deux rotations vectorielles de E.

a) On suppose que p; et p, ont le méme axe.

Prouver que p, p; = p; ps.

b) On suppose que p; et p, sont deux demi-tours d’axes respectifs D; et Do orthogonaux. Prouver
que p, p; = py Po et déterminer cette rotation.

2. Réciproque:

Soit p une rotation vectorielle distincte de Idg, d’axe D = Rw ou ||w|| = 1.

a) Soit A une droite vectorielle distincte de D et telle que p(A) = A. Prouver que D et A sont
orthogonales et que p est un demi-tour.

b) Soit p; et p, deux rotations vectorielles distinctes de Idg dont les axes respectifs Dy et Dy sont
distincts. Montrer que si p, p; = p; po, alors Dy est une droite invariante par p,. En déduire que p; et
py sont deux demi-tours dont les axes sont orthogonaux.

c) Conclure en donnant une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments p;, p, de
SO(E) commutent (c’est-a-dire py p; = py po)-



Soient py et py deux rotations vectorielles de E et G le sous-groupe de SO(E) engendré par p, et
P2-

3. On suppose que p; et p, sont les rotations d’angles respectifs oy, as autour de la droite D dirigée
et orientée par le vecteur unitaire w.

a) On note H = {p}"* p3? | (n1,n2) € Z*}. Montrer que H est un sous-groupe de SO (E) et que
H-=G.
b) On suppose de plus que 1'égalité

oy +yag +zm =0
ou x,y, z sont des entiers relatifs n’est possible que si © = y = z = 0. Démontrer que pour tout r € G,
il existe un unique couple (ny,ny) € Z2 tel que r = pi* ph?.

4. On suppose que p; et p, sont deux demi-tours dont les axes sont orthogonaux . Démontrer que
G contient exactement quatre éléments que 'on explicitera. On donnera la table du groupe de G.

5. On suppose que p; et p, ne commutent pas. On note H le sous-ensemble de SO (E) formé des

éléments de la forme {1552 - s ot n € N*| (s1,82,...,8,) € {p1,p2} ", (a1,a2,...,a,) € Z".
a) Démontrer que H est un sous-groupe de SO (E) et que H = G.
b) Soit g € G — {Idg}. Démontrer qu'il existe un entier n € N*, une famille (s1, s2,...,s,) appar-
tenant & {py,py}", une famille (a1, as, ..., a,) appartenant a Z*" tels que:
g=s's32---s0m et Vi€ [l,n[, s; # Sit1 (1)

Cette décomposition n’est en général pas unique (si py est un demi-tour, alors p, = p3). Dans la
partie suivante on construit un exemple ot cette fois la décomposition sera unique.

PARTIE 11: ETUDE D’UN SOUS-GROUPE DE SO(3)

On pose dans ce qui suit o = arccos (%)

I3, R et T sont les matrices de SO(3) définies par:

1 0 0 cosa —sina 0 1 0 0
I3 =10 1 0|, R=]| sina cosa O |, T=]0 cosa —sina
0 0 1 0 0 1 0 sina cosa

p et T sont les rotations de E de matrices respectives R,T dans la base B.

G est le sous-groupe de SO(3) engendré par {R,T}. G est le sous-groupe de SO(E) engendré par
{p, 7}. 1l est manifestement isomorphe & G.

On rappelle que la relation p = g mod 5 ot p et g sont des entiers relatifs, signifie que 5 divise q— p.

1. Pour tout entier relatif n, on pose

"l sin(nav)

an = 5" cos(na) et b, =5

a) Factoriser cos(n + 1)a 4 cos(n — 1)a. En déduire que pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :
Gn+1 = 6a, — 25a,_1
b) Prouver que pour tout entier n supérieur ou égal & zéro :
bn41 = 3b, + 4a,

¢) Prouver que pour tout entier relatif n, a, et b, sont des entiers relatifs.
d) Montrer que si n est différent de zéro, alors a,, = 3 mod 5.
e) Montrer que si n est un entier strictement positif, alors b, = 4 mod 5.
Montrer que si n est un entier strictement négatif, alors b, = 1 mod 5.
2. On note = la relation définie sur Ms (Z) par M = M’ si et seulement si pour tout couple (i,j)

de [1,3]%, on a:
M [i,j] = M' i, jjmod 5



On vérifie aisément qu’il s’agit la d’une relation d’équivalence sur Ms (Z). On ne demande pas de
démontrer ce résultat.

a) Démontrer que cette relation est compatible avec le produit matriciel, c’est-a-dire si A, B,C, D
sont des éléments de M3 (Z) tels que A= B et C = D, alors AC = BD.
b) Démontrer que pour tout entier k, 5/%| R¥ et 5FIT* appartiennent & M3 (Z) et que

3 & 0 0 0 0
Vekez 5FRF =1 —¢, 3 0| et 5FlTF =10 3 &
0 0 0 0 —er 3

ouer=1sik>0ete,=—-1sik<0
Existe-t-il un entier relatif k différent de 0, tel que R* = Is ou T* = I3?

c) Démontrer que

0 0 O
Y(m,n) € Z*?, lmltinlpmpn = 2 4 0
EnEm 2&6m 0

d) Soient (a1,as,...,an), (b1,ba,...,b,) appartenant & Z*™ et (§ appartenant & Z*. On pose ¢ =
n
> (Jas| + |b:]). Démontrer que
i=1

BIT RV ... T R =

o 2 O
QU T O
o O O

ol a, b, c,d sont des entiers relatifs qui ne sont pas congrus a 0 modulo 5.
e) En déduire que
T Rb1 ... Ton Rb" 7£ IS (2)
T Rb1 ... Tan RO B £ Iy (3)
3. Soit (a1, a9, ...,ayn), (b1,be,...,b,) appartenant & Z*™ et § appartenant a Z*. Déduire des égalités
précédentes que
RMTP ... ROnTbn £ g (4)
RuTb ... RnTP RO £ [y (5)
4. Conclure que pour tout g appartenant & G \ {Idg}, il existe de fagon unique un entier n strictement

positif, une famille (sq, s2,...,s,) de {p,7}" et une famille (ay,az,...,a,) de Z*™ tels que:

ay a2

g=s7's32---s0m et Vie[l,n—1], s; # Sit1

On appelle terme de téte de g l’élément s1 lorsque a; > 0 et 51_1 lorsque a; < 0. Ce terme de téte
sera noté t(g).

5. Démontrer que G est un ensemble dénombrable.

6. Pour tout élément o de {p,p~t, 7,771}, on note L (o) 'ensemble des éléments g de G\ {Idg}
pour lesquels t(g) = o.

a) Vérifier que

G={ldg}UL(p)UL(p~" YUL(T)UL(r7")

et que 'obtient ainsi une partition de G.

b) Vérifier que:

L(p) ={p} U pL(p) U pL(r) U pL (771

et que l'obtient ainsi une partition de L(p).



De la méme maniére on a
Lip™) ={p}Up ' L(p ) Up ' L(1) Up 'L (77
L(r)={r}UrL(r)UTL(p)UTL (p_l)
LirY={r"ur'Le"HurLip)ur 'L (p_l)

On ne demande pas de démontrer ces trois égalités.

c) En déduire que
G=L(p)UpL(p~")=L(r)urL(r7")

et que, dans les deux cas, on obtient ainsi une partition de G.
PARTIE 111 : ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE S?

Les données et les notations de cette partie sont celles de la Partie II. G est le sous-groupe de SO (E)
engendré par {p,7}.

On considére ’ensemble
F={ves® | 3geG\ {ldg}, g(v) =v}

et son complémentaire dans S2, soit X = S2\ F.

1. Démontrer que l’ensemble Fest un sous-ensemble dénombrable de S2. En déduire que X n’est
pas vide.

2. Verifier que pour tout g € G et pour tout v € X, g(v) € X.

3. Démontrer que si g et h sont deux éléments de G tels qu'il existe v appartenant a X vérifiant
g(v) = h(v), alors g = h.

4. a) Démontrer que pour tout g appartenant & G, la restriction de g & X induit une bijection de
X sur lui-méme que 'on notera gx.
b) Démontrer que application

G — 6(X)
g = 9x
est un homomorphisme injectif de groupes. Cela permet d’identifier G & un sous-groupe de & (X).

5. On considére la relation ~g définie sur X par
a~gbeIge G, a=g(d)

Prouver qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

On sait que les classes d’équivalence de ~g forment une partition de X. On admet alors en utili-
sant l'axiome du choiz ’existence d’un sous-ensemble M de X dont lintersection avec chaque classe
d’équivalence contient un et un seul point.

6. Prouver que la famille (g(M)), cq constitue une partition de X.
7. On pose

Xo=M, X1= J gM), Xo= ] gM), Xs= | g(M), X,
g€L(p) gEL(T) geL(p~t) geL(T=1)

I
-
E

a) Prouver que (X, X1, X2, X3 X4) constitue une partition de X.
b) Prouver que
X = X; Up(Xg) et X1 ﬂp(Xg):(b (6)
X = XQUT(X4) ethﬂT(X4):®



8. On note A = {(u,v) € F X F | u# v}.

a) Vérifier que A est un ensemble dénombrable.

b) Si (u,v) € A, on considére Ty, = {w € S?| ||w — u|| = ||w — v||}. Quelle est la nature géométrique
de cet ensemble?
c) Soit ' = |J Ty, Démontrer que I' U F' est symétrique par rapport a l'origine et que I' U F'
(u,v)EA

est strictement inclus dans S2.
Indication: on pourra considérer 'intersection de I' U F' avec un cercle tracé sur S? qui ne soit pas
centré a l'origine.

d) Démontrer qu’il existe un élément r de SO(E) dont 1’axe ne rencontre pas I' U F' et tel que
Vp e Z*, r? # Idg

e) Soit (u,v) appartenant & F' x F. Montrer que pour tout entier k strictement positif, 7% (u) est
différent de v. On distinguera les cas: uw = v et u # v.
En déduire que si m et n sont deux entiers naturels distincts, alors

r(F)Nr™(F) =0

f) On pose
Y=[Jrm(F) et Z=8*\Y
neN

g) Démontrer que
r(Y)NZ=0et S*\ F=r(Y)UZ

PARTIE 1V : EQUIDE’COMPOSABILITE’

Soient A et B deux parties non vides de E. On dit que A est équidécomposable & B s’il existe une
partition finie (A;),.; de A, une partition finie (B;),.; de B et une famille finie (g;) de déplacements
de E telles que

i€l el el

(les trois familles sont indexées par un méme ensemble fini ). On écrira alors A ~ B.
1. Les notations étant celles de la question III. 8, vérifier que S? est équidécomposable & S? \ F'

2. Soient Ay, As, By, By des sous-ensembles non vides de E tels que:
AiNAy=BiNBy=0, Ay~ By, Ay~ By

a) Vérifier que A; U Ay ~ By U Bs.
b) Généraliser.

3. Démontrer que la relation ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des parties non vides
de E.

Pour démontrer la transitivité, on observera que si (Ai)ie ;et (A;)j6 ; sont deux partitions de A, et
que si 'on pose
K={(,j)elxJ|ANA;#0}

alors la famille (A; N Af) (i.d

Dek est encore une partition de A.

4. On suppose que A ~ B. Démontrer qu’il existe une bijection 1) de A sur B telle que pour tout
sous-ensemble non vide C' de A, on ait:

C~y(C)



Soient A et B deux sous-ensembles non vides de E. On posera A < B lorsqu’il existe un sous-
ensemble non vide B de B tel que A ~ B . En particulier, si A ~ B, alors A < B.

La relation < est une relation réflexive et transitive sur l’ensemble des parties non vides de E. Les
preuves sont analogues & celles des questions précédentes. On observera par ailleurs que si A et B sont
des sous-ensembles non vides de X tels que A C B, il est évident que A < B.

On admettra dans la suite du probléme le théoréme de Banach-Schrider-Bernstein, qui s’énonce de
la maniére suivante :

Si A et B sont deux sous-ensembles non vides de E tels que A < Bet B < A, alors A ~ B.

PARTIE V: ENSEMBLES PARADOXAUX

Les définitions et les notations sont les mémes que dans la partie précédente.

Un sous-ensemble A de E est paradoxal s’il existe deux sous-ensembles non vides B, C de A tels que
B~A C~A et BNC=1 (8)

1. Les notations étant celles de la partie III, vérifier que X est paradoxal.

2. Soient A et B deux sous-ensembles non vides de E telles que A ~ B. Démontrer que si A est
paradoxal, alors il en est de méme de B.
On pourra utiliser le résultat de la question 4 de la partie I'V.

3. Soit A un sous-ensemble paradoxal de E, B, C deux sous-ensembles de A non vides vérifiant les
relations (8).

a) En utilisant le théoreme de Banach-Schroder-Bernstein, démontrer que (A \ C) ~ A.

b) En déduire qu'il existe une partition (A, A3) de A telle que:
Al ~ A et AQ ~ A

4. Démontrer que S? est paradoxal.

5. En déduire que si ¥; et X7 sont deux sphéres disjointes de rayon 1, alors

S~ YUY,



