E3A MP épreuve B 2014

Exercice 1

1) Soit (u,v) € L(E) tels que uowv =vou.

Soit € ker(u). u(v(z)) = v(u(x)) = v(0) = 0 donc v(x) € ker(u).
ker(u) est stable par v.

Soit x € Im(u). Soit y € E tel que z = u(y). v(z) = v(u(y)) = u(v(y)) donc v(z) € Im(u).
Im(u) est stable par v.

2)Soit = € Im(u). Soit y € E tel que x = u(y). u(xr) = u?(y) = 0 donc z € ker(u).
Im(u) C ker(u).

3) On en déduit que rg(u) < dim(ker(u). Par le théoréme du rang, on obtient rg(u) < —.

|3

2)
a)Sin=2et u+#0, (3) conduit & rg(u) = 1 = dim(ker(u)).

Alors D = ker(u) =Im(u) est une droite

b)

(i) Soit v telle que wov =wvowu et v> = 0. Par (1) on sait que D =Im(u) est stable par v.

(if) D est donc propre pour v. Or sp(v) = {0}.

Donc v = 0 ou D = ker(v) =Im(v). Dans les deux cas u o v = 0.

¢) De méme, on a w =0 ou D = ker(w) =Im(w). Dans les deux cas v ow = 0.

5)

a)Posons, pour 1 <i<m—1,v =wuy0---0u;. v et u;41 commutent, donc par (1), F; est stable par

Ui41-
b) On effectue une récurrence sur i :
) n
(H;) dim(F;) < 5
(H1) est obtenu par (3).
Supposons (H;,) pour g > 1. Soit @;,+1 le morphisme induit par u;,41 sur F,. ﬂfﬁl = 0. En appliquant

Ihypothése de récurrence et le résultat du (3), on déduit rg(u;,+1) Or Im(@;,41) = Fig4+1 car

n
< —.
— 27,0+1
les (u;) commutent. D’ou (H;,+1). Ceci achéve la récurrence.

c) Sin < 2™, dim F,, < 1 donc dim F;,, = 0. Ainsi uj 0 --- 0 u,, = 0.

6)

a) Par le théoréme du rang, dim(ker(A)) + dim(Im(*A)) = n. De plus si z € ker(4A)NIm(*A), Az = 0 et
xz ="Ay donc A'Ay = 0 et ||Ay|| = 0 donc x = 0. Ainsi F = ker(A)®Im(*A).

b)Im(A +*A) CIm(A)+ Im(*A). De plus les deux sous-espaces sont de méme dimension 2rg(4). Donc
Im(A +tA) =Im(A)+ Im(A).

Exercice 2
1) Cours.
2)
n=1(2 2n—1
a) Vn € N,vVz € [0,1], f}(z) = < (27;1+( ;Ls ) donc sur [0, 1], fo est strictement décroissante et
+x)2
fn est strictement croissante pour n > 1.

b)
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c¢) (fn) converge simplement vers f définie sur [0,1] par f(z) = 0siz < 1et f(1) = % f n’est pas
continue sur [0, 1], donc la convergence n’est pas uniforme.

4) Yz € [0,1], la suite (f,(z)) est décroissante donc par croissance de 'intégrale (u,) est décroissante.

La suite (f,,) verifie les hypothéses du théoréme de convergence dominée, dominée par fo. Donc (uy,)
converge vers 0.

1
5)Le résultat annoncé est obtenu par intégration par parties en intégrant x™ et en dérivant —.
) p g par p g Nie:
xn-}-l

\/1+x3

1
6) Par une nouvelle application du théoréme de convergence dominée, on montre que / dxr — 0.
0

On en déduit donc que u,, ~ ﬁ

7) On répéte l'intégration par parties en intégrant de nouveau le polynome et en dérivant (1+2)~2. On
2 1 3 [t ant?
obtient alors (n + 2)(n + 1)u, = ntz +—+ ,/ misdx
V2 R Al o)t
1 1 3
77a = 77a = —
V24

1

8) Aprés développement asymptotique, on obtient u, = —— —

) Y V2n  4v/2n2
1 5= 3

V2’ 42

9)Par intégration par parties généralisée, en intégrant k fois 2™ et en dérivant g on obtient

Ainsi oy =

3 1
+ of

).

n2

Ainsi o =

k—1 o
L _ (=1)7g (1) 1
/0 g g(x)dx_jz:;)(n—kl)...(n—kj—kl)+0(n"?)

(—1)ig (1)
(n+1)...(n+j+1)
pant les termes selon les puissances de n, on obtient bien

k
N Bi 1
o= L +o(-)
i=1

Chaque fraction rationnelle posséde un développement asymptotique. En regrou-

ou 1 = g(1), B2 = g'(1) — g(1).

10)Posons w,, = fol x"g(x)dx. La question (9) nous permet d’affirmer que si la suite a une limite, c’est
h(1). Par convergence dominée, (w,) converge vers 0. (n+ 1)w, —h(1) = (n+1) /1 " (h(xz) — h(1))dzx.
Soit & > 0. Soit a > 0 tel que # € [I — a,1] = |h(z) — h(1)] < & Alors |(n + Dw, — h(1)| <
(n+1) /Ol—a 2" (h(z) —h(1))dx + (n+ 1) /11 2"edr < 2||h||oo(1 — )" + &. Donc nw,, — h(1).

—x

Exercice 3

b 2 2
1) L’équation réduite de C est (x + %)2 —(y— 5)2 =1+ az - C est une hyperbole (ou la réunion de



deux droites quand a? — b% = 2).

—a+ib
2) Les axes sont les droites (£2,4) et (€2, 7) ou Q est le point d’affixe a2+ g

3)

=2

4)Si M d’affixe z est dans C, il en est de méme de M’ d’affixe —z — a + ib. Donc %Zb est centre de

symétrie de C.

5) 2x = z+Zz et 2iy = z— z. Donc en reportant dans I’équation, on obtient p € C < 22+ 2% +pz+pz = 1.

Ainsia; =as=1,8=p= 5

6) On déduit que p est un point de C si et seulement si 4a? = 1.

7) p et ¢ sont racines du polynéme X2 — (p + ¢)X + pq, c’est a dire P = X? + X = 2.

8) w étant une racine 7°°"¢ de l'unité distincte de 1, 1 + w + w? + w3 + w* + w® + wb = 0. Donc en
développant, (w +w? + w*)(w™ ' + w2 +w™?) = 2.

Nw+w? +w +w w2+ wt = w1+ w+w? + w? +w® +wb) = —w w* = —1. Par conséquent,

{w+w?* +wt vt +w?+w = {p,q}.

10)On admet que S(w+w?+w?) > 0. Or $(p) > 0 et J(p+q) = 0,doncw + w2 +w* =pet w 'l +w 2 +w t=q
11) (X —w)(X —w?)(X —w?) = X3 - (w+w? + ) X2+ (w +w 2 +w ™)X -1 = X3 — pX? +¢X — 1.
12)1, w, w?, w* sont racines de (1 — X)(X3 — pX2 +¢X — 1), c’est a dire de X* + ¢X3 — X2 + pX? + 1.

13) Soit z € C. Z € UNC ssi |z|] = 1 et z satisfait "équation de la question (3). Aprés simplification,

Z €UNC ssi|z| =1 et z est racine de X* +¢X> — X2 +pX2 + 1.

Or les racines de X44¢X?3—X2+pX?2+1 sont de module 1. Donc Les points d’intersection de U et C sont 1, w,w?, w?.
14)

a) L’image de p est p.

o

c)L’intersection de U avec C U o(C) est {w,w?, w, w™t w2 w™, 1}.



