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Soit € un espace afﬁne euclldlen orienté de dlmensmn 3 et € son espace vectoriel associé. Le produit
scalaire de deux vecteurs u et v de € estnoté u - v et lanorme d’un vecteur u est notée Hu || La distance
de deux points A et B de € estnotée AB, soit AB =|AB]||.

St € est rapporté a un repere orthonormé direct (O, 7,7 k), on repérera un point M par un triplet

de ses coordonnées sphériques (r, ¢, 8) dans [0, + %[ X [—% %] X [0, 2n[ tel que :

OM - T:rcos(pcosﬂ
CTI\)/II rcos ¢sin
OM - Z—rsm(p,

ou en d’autres termes tout triplet (0, @, 6) est un triplet de coordonnées sphériques de O;

tout triplet ()\,%, 6) est un triplet de coordonnées sphériques de M si OM=\% avec A>0;
tout triplet (— A, - —121, 8) est un triplet de coordonnées sphériques de M si OM=\% avec A<O0;

enfin si M n’appartient pas a la droite passant par O et de vecteur directeur %, alors 51 on désigne par m la
projection orthogonale de M sur le plan passant par O et de vecteurs directeurs iet ] ¢ estune mesure en

™
radians comprise strictement entre -5 et E de I’angle (Om, OM) et O estune mesure en radians appartenant
a [0, 2w de ’angle (7,0—)m).

Etant donnés deux points X et Y de €, onnote [XY] le segment d’extrémités X et Y etsi X et
Y sont distincts, on note &), vy, la droite passant par X et Y.

On rappelle qu’étant donnés quatre points non coplanaires A, B, C et D, on appelle tétraédre de
sommets A, B, C et D I’enveloppe convexe de ces quatre points, c’est-a-dire I’ensemble des barycentres de
ces quatre points affectés de masses positives ou nulles. On note T=ABCD ce tétraedre.

Unpoint X de T=ABCD est dit extrémal si pour tout couple de points Y et Z de T,ona:
si X est le milieu du segment [ YZ], alors Y=7.

On rappelle que les points extrémaux d’un tétragdre sont ses sommets.
Les arétes du tétraecdre T = ABCD sont les segments d’extrémités deux sommets.
Un tétraedre est régulier si toutes ses arétes sont de méme longueur.

On désigne par vol, I’application de €* dans R* qui au quadruplet de points (A, B, C, D) associe
le nombre :

vol(A,B,C,D):—é— det(AB,AC, AD) %)

On rappelle que le nombre V =vol(A, B, C, D) est le volume du tétraecdre T=ABCD.

Soit {A,B,C,D} unensemble de cardinal 4. On note 3, le groupe des permutations de cet ensemble.
Une permutation p appartenant a 3, pourra étre notée [(A, B, C, D)+~ (p(A), p(B), p(C), p(D))] ouen
utilisant la notation usuelle en produit de cycles.

On désigne par 7 la transposition de A etde B, onnotera 1=[(A,B,C,D)— (B,A,C,D)] ou
encore T=(AB); on désigne par o le cycle quia B associe C, a C associe D, a D associe B et qui
laisse A fixe,onnotera o=[(A,B,C,D)— (A,C,D, B)] ouencore o =(BCD); onnotera id 1’application
identique de 3, soit id=[(A,B,C,D)— (A,B,C, D)].

La premiére partie du probleme a pour but de caractériser des plans partageant un tétraédre quelconque
en deux parties dont les volumes sont 1/8 et 7/8 du volume de ce tétraédre. Les trois autres parties sont
consacrées au tétraédre régulier. La deuxiéme partie étudie la caractérisation d’un tétraédre régulier par les
projections orthogonales de ses sommets sur une droite. La troisieme partie étudie quelques aspects du groupe
des isométries d’un tétraedre régulier et de fonctions définies sur une sphére invariantes par ce groupe. Enfin
la derniére partie est une application de la géométrie du tétraédre a la description d’une expérience aléatoire.

Les diverses parties du probléme sont dans une large mesure indépendantes et peuvent étre traitées
indépendamment les unes des autres, dans [’ordre que le candidat souhaitera.
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I. A PROPOS DU TETRAEDRE QUELCONQUE

On suppose donnés A, B, C et D, quatre points non coplanaires de €.

a. Montrer que les points A, B, C et D sont deux a deux distincts. Quel est I’ordre du groupe X ?
b. Expliciter les permutations suivantes a I’aide de cycles :
7,0, 10, (10), o10?%, 0’10, TOTA?T, TOTOT et TOTOMC .
c. Montrer que o et T engendrent 3.
d. Déduire de c. que pour toute permutation p appartenanta 3, :
vol(p(A), p(B), p(C), p(D)) =vol(A, B, C, D).
e. Peut-on déduire le résultat précédent de ce que vol(A, B, C, D) est le volume du tétraedre ABCD?

. Soit H, le projeté orthogonal de A sur le plan passant par B, C et D. Montrer a partir de (1) que le
volume du tétraedre T peut aussi s’écrire :

1
V=vol(A,B,C,D) =§AHA aire (BCD)
ou aire (BCD) désigne I’aire du triangle BCD.

. Soit A un réel strictement compris entre 0 et 1 etsoit L le barycentre de A et H, affectés des
masses A et | — . Montrer que le plan P passant par L et perpendiculaire 8 %, u,, coupe les

arétes [AB], [AC] et [AD]. On désigne les points d’intersections correspondants par Sy, Sc et Sp.
L’intersection du tétraedre T et du demi-espace limité par P et contenant A est le tétragdre ASgScS,.
Soit v, le volume de cette intersection et soit v, le volume de I’intersection du tétraédre T avec le demi-
espace limité par P et contenant B .

a. Déterminer la valeur A\, de \ telle que v, =

‘8_.
c : A%
b. Déterminer la valeur N\, de \ telle que v2=§

a. Montrer qu’il existe un couple unique de points (I, J) tel que I appartienne a 9, 5,, que J appartienne

a D py, que D, soit perpendiculaire & D, 5, et que D, ,, soit perpendiculaire a D¢ p,.

b. Soit . un nombre réel strictement compris entre 0 et 1 etsoit M le barycentre de I etde J affectés
des masses p et 1 — . Montrer que le plan Q passant par M et perpendiculaire 2 %9, ;, coupe les
arétes [AC], [AD], [BC] et [BD]; on note ces intersections respectivement U,, U,p, Ugc et Ugp.
Montrer que U, U, ,UppUge est un parallélogramme.

. 1 : .
c. Dans cette question p:g. Dessiner sans commentaire les deux figures planes obtenues par

projections orthogonales des arétes du tétraedre T et des cotés du parallélogramme U, U,p,UppUsc
d’une part sur le plan Q, d’autre part sur le plan passant par A, B et ] (on supposera que % p, et
%, 5y Ne sont pas orthogonales).

d. On suppose de nouveau p quelconque dans ]0, 1[. Exprimer I’aire du parallélogramme
Uac Uap Ugp Uge en fonction de p et de I’aire W d’un parallélogramme U,U,U,U, tel que
U,U, =AB et U,U,=CD. ‘

e. Exprimer le volume V du tétraédre T = ABCD en fonction de W et de la distance 1J.

f. On désigne par v, le volume de 'intersection de T avec le demi-espace limité par Q et contenant les
points C et D. Déterminer la fonction polynomiale f de degré 3, qui s’annule en O et qui est telle que
les équations en . dans ]0, 1] :

1
f(u)+§=0 2)

v . . . .
et v, =—8- soient équivalentes. Montrer que (2) admet une solution unique p, dans I’intervalle ]0, 1[.

Tournez la page S.V.P.
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. 7 . . .
g. Vérifier que f(1 — o) + 3 = (. Pourquoi pouvait-on prévoir ce résultat ?

. ) . 1
h. On définit les fonctions réelles de variable réelle g et h par g(x)=f(x)+§ et

o . i
, et on définit la suite (u,),en Ppar ug = By et u,,, = h(u,) pour

. . 1
tout entier naturel n. Montrer que g et g’ sont décroissantes sur [O, 5} . Montrer que la

suite (u,),en converge vers p,. Calculer u, et u,. Montrer que 0,22 <p,. Donner une valeur
approchée de p, a2 2-107° pres.

. . 1 . . .
i. Montrer que h” est décroissante sur [0, —|, calculer & la calculatrice une valeur approchée
q > pp

de 17(0,2) et vérifier que £”(0,2)<5. Montrer que pour » entier naturel, on a :
(un+1 - p“O) <35 (un - IJ"O)2 .

Montrer que u, est une approximationde p, a 1077 prés et que us est une approximation de .,
a 107" pres.

II. IMAGES PAR PROJECTIONS ORTHOGONALES D’UN TETRAEDRE REGULIER

Dans la suite du probléme on ne considére que des tétraédres réguliers.
II. A. Projection orthogonale d’un tétraédre régulier sur une droite.

1. On suppose € rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7,7, k). Soit A,B,C et D les
points qui ont pour coordonnées respectives dans ce repere (0, 0, 3), (2 \/E, 0,-1,
-V2,-V6,-1) et (-V2,V6,-1).

a. Montrer que le tétraedre T = ABCD est régulier. Quel est son volume V ?

b. Soit M un point de la sphere de centre O etde rayon 1, de coordonnées sphériques (1, @, 6).
On projette orthogonalement sur la droite %, v, les sommets A, B, C et D du tétracdre T
respectivementen A’,B’,C’ et D’. On choisit sur la droite 9 y, le repere d’origine O et
de vecteur directeur OM. On note tr,lg, tc €t ty les abscisses des points A’,B’,C’ et D’ dans
ce repere (O, 61\’/[).

Vérifier que :

ta=3sin@Q

tB=—sin(p+2\/§cos(pcose

tc =—sin (p—\/icos(pcos 8- V6 cos ¢sind

tD=—sin(p—\/§cos(pcos 6+\/gcos(psin 0.
Un calcul élémentaire mais un peu long qu’on ne demande pas d’effectuer montre que
3(A'B?+A'C?+A'D')-2(A'B"-A'C' + A’'B’-A'D' + A’C’' - A'D’) est un nombre indé-
pendantde ¢ etde 6.

¢. La forme quadratique g, définie par :
(B, v, =3B +¥ +3") - 2(y8+3B + BY)
est-elle définie positive ?

2. Soit T=ABCD un tétraddre régulier quelconque d’aréte de longueur €. Soit A’ une droite
quelconqueet A’,B’,C’ et D’ les projetés orthogonauxde A, B,C et D sur A’. On va montrer
qu’il existe une forme quadratique unique g telle que :

¢*=q(A'B',A'C',A'D").
a. Déduire de la question précédente qu’il existe une telle forme quadratique g . (On pourra choisir
une unité de longueur telle que € soit égal a 2V6 fois cette unité et un repere judicieux et utiliser

le résultat de la question précédente pour montrer tout d’abord le résultat dans le cas ot A’ passe
par le centre du tétracdre).
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b. On suppose que g est une forme quadratique telle que ¢*>=¢g(A'B’, A'C',A'D").

i. Pourquoila formule ¢*=g(A'B’, A'C’, A'D’) a-t-elle un sens indépendamment du choix
d’une orientation de A’?

ii. Déduire du fait que T est régulier qu’il existe un nombre réel & tel que pour tous «, B et
vy réels, on ait :

gla, B, ) =k[3(a’ + B +v) - 2(af + ay + Bv)].
iii. Déterminer k. On pourra considérer le cas ou A’ est la droite passant par A et B.

c. Montrer que :
2¢°=A'B?+A'C?+A'D'?+B'C'*+B'D?+C'D".

II. B. Projection orthogonale d’un tétraédre régulier sur un plan.

Soit T=ABCD un tétraédre régulier quelconque d’aréte de longueur €. Soit II; un plan quelconque
et A,,B,,C, et D, les projetés orthogonaux de A, B, C et D sur II,. Soit A’ une
droite orthogonale a TI, et A’,B’,C’ et D' les projetés orthogonaux de A, B,C et D sur A'.

1. Montrer que :

4¢=AB*+AC?+AD}+B,C}+B,D}+C,D}

(on pourra considérer la droite A’ orthogonale a II, ou introduire deux droites A} et Aj
orthogonales incluses dans II,).

Dans cette question on ne demande que des dessins sans aucune justification. On choisit le centimétre
comme unité de longueur. On suppose que les points A’, B’,C' et D’ de ladroite A’ sont tous
distincts et vérifient :
A'B'=B'C'=C'D’' =4.
a. Dessiner la disposition des points A’,B’,C’ et D’ surladroite A’. Dessiner en vraie grandeur
la figure obtenue par projection orthogonale des arétes de T dans le plan II,.

b. Soit M’ un pointde A’. Dessiner sur la figure dans le plan II, de la question précédente la
projection orthogonale de la section du tétraédre avec le plan orthogonal 2 A’ passant par M’,
pour les cinq positions suivantes de M’ : M| milieu de [A'B’], M;=B’, M} milieude [B'C'],
M;=C' et M. milieude [C'D'].

. Soit A’, B’,C’' et D’ quatre points d’une droite A’. On suppose qu’au moins deux d’entre eux

sont distincts. On cherche les tétraédres réguliers T=ABCD tels que A se projette orthogonalement
sur A’ en A’,B en B’,C en C’' et D en D’. On définit le nombre positif € par:

202=A'B?+A'C'*+A'D'’+B'C'*+B'D'*+C'D"%.
a. Déduire de la relation précédente que :
(i) €¢=A'B"”
et que:

. 1 [AC+BC\ 3 A'B"
i) m\——F| ==|1- )
¢ 2 4 £
b. Montrer que s’il existe un tétragdre régulier T=ABCD tel que A se projette orthogonalement

sur A’ en A’,B en B’,C en C’ et D en D’, il est unique & une isométrie prés appartenant
a un groupe que 1’on précisera.

¢. Montrer que I’on peut faire les choix successifs suivants :
(i) choisir un point A du plan orthogonal 2 A’, passant par A’;
(i) choisir un point B du plan orthogonal 2 A’, passant par B', telque AB=¢;
(iii) choisir un point C du plan orthogonal 2 A’, passant par C’, telque CA=CB =¢;
(iv) choisirun point D du plan orthogonal 2 A’, passant par D', telque DA=DB=DC= ¢.

Conclure.

Tournez la page S.V.P.
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[II. SYMETRIES DU TETRAEDRE REGULIER

On utilise les notations de la partie IL.A.1. et celles de I’introduction : on rappelle que le repére est supposé
orthonormé et que dans la question I1.A.1.a. on a montré que le tétraedre T = ABCD est régulier.

1. Soit p appartenanta 3. Montrer qu’il existe une isométrie de € unique, notée ¢, telle que 1(A)=p(A),
t(B)=p(B), t(C)=p(C) et t(D)=p(D). On désigne par ¢ I’application qui a p associe ?.
L’application ¢ est-elle un homomorphisme de groupes ? L’application W est-elle injective, surjective,
bijective ?

2. Montrer que %' = (2) est I'ensemble des isométries de € qui conservent globalement le tétragdre T.

3. Pour toute permutation p de X, on note L, la matrice, relativement a la base (7,7,7;) de %), de
I’isométrie vectorielle qT(T)) associée a Y (p).

a. Vérifier que ;

[ 2V2 ]
— 0 2=
3 3
L= 0 1 0
2v2 o 1
L 3 3]

Montrer que s (7) est une réflexion ; préciser par rapport a quel plan. Quels sont les valeurs propres et
les vecteurs propres de la matrice L. ?

b. Déterminer L . Montrer que ¥ (o) est une rotation; préciser pour cette rotation : son axe, ses axes
orientés, ses angles orientés et leurs mesures. Quels sont les valeurs propres réelles ou complexes et les
vecteurs propres réels ou complexes de la matrice L, ?

¢. On désigne par p, la permutation de {A, B, C, D} telle que p;(A)=B, p;(B)=C, p;(C)=D et
p;(D)=A, soit p;=(ABCD). Montrer que 1’image du milieu M, du segment [AC] par §(p;) est
le milieu My, du segment [BD], point symétrique de M, par rapport 2 O. Montrer que la

- : . G
restriction de s (p;) au plan médiateur du segment [M,-Mgp] est une rotation d’angle de mesure ER

En déduire les valeurs propres de LP; et le polyndme caractéristique de ij. Montrer que Lv; =L L,;
écrire explicitement la matrice L,, puis retrouver son polyndme caractéristique.

d. On désigne par p, la permutation de {A, B, C, D} telle que p;(A)=C, p,(B) =D, p,(C) =A et
p,(D) =B, soit p, = (ACYHBD). Décrire la transformation géométrique {(p,). Quel est le polyndome
caractéristique de la matrice L, ? Il n’est pas demandé d’écrire explicitement la matrice L, .

4. On trace sur la sphére ) circonscrite au tétraedre ABCD tous les grands cercles passant par deux sommets
du tétraedre (un grand cercle est un cercle inclus dans la sphére et centré au centre de la spheére ou encore
I’intersection de la sphere avec un plan passant par le centre de la sphére). On appellera points simples les
points communs a deux tels grands cercles et points triples les points communs a trois tels grands cercles.
Dénombrer le nombre de points simples et le nombre de points triples. Quels sont les coordonnées sphériques
des points simples ?

S. On repére tout point M de {) par ses coordonnées sphériques (3, ¢, 9).

«. Montrer que M appartient au grand cercle passant par C et D si et seulement si : V2 tan ¢—cosB=0.

b. Ecrire pour chacun des grands cercles I' de () passant par deux sommets de T une relation (Rp) entre
¢ et 6 telle que pour tout point M de coordonnées sphériques (3, @, 8), M appartienta I" siet
seulement si (Ry) est vérifiée.
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c. Dessiner dans le rectangle {— %, %} X [0, 2w[ du plan (¢,8) la courbe d’équation :
¢ = Arctan (Tz cos (6)) . Cette courbe est appelée I'image dans le plan (@, 8) du grand cercle de (2

passant par C et D. Dessiner sur le méme schéma pour chaque grand cercle I' de ) passant par deux
sommets de T, sonimage dans le plan (@, 0), c’est-a-dire la courbe du plan (@, 0) d’équation (Rp).
Indiquer sur votre schéma les points (¢, 8) tels que (3, @, 6) soient les coordonnées sphériques des
points simples de la question précédente.

d. Ondésigne par F I'application de () dans R qui a chaque point M de () associe la distance ON ou
N est I’intersection du segment [OM] avec la frontiere de T. Les lignes de niveau de F sont des
cercles ou des réunions d’arcs de cercles. Donner I’allure dans le plan (¢, 8) des images des courbes de
niveaux F(M) = 1,5, F(M)=2,5 et F(M) = V3.

IV. QUESTION COMPLEMENTAIRE

Soit @ une longueur. Nous appellerons tétraédres rectangles d’hypoténuse a les tétraédres dont une
face est un triangle équilatéral de c6tés de longueur a et dont les autres faces sont des triangles isocéles
rectangles. Le sommet opposé a la face équilatérale d’un tétraédre rectangle sera appelé son sommet principal.

1. Soit T=ABCD un tétra¢dre régulier dont les arétes ont pour longueur 2a, montrer que les milieux M,g,
Muc, Myp, Mpe, Mpp et M, des arétes AB, AC, AD, BC, BD et CD sont les sommets d’un octagdre
régulier d’arétes de longueur a (on admettra qu’un octaedre est régulier si et seulement si toutes ses arétes
sont de méme longueur). Soit O le centre de T, montrer que les tétraédres OM, ;MM p, OM  zMp-Mgp,
OMacMpcMcp, OM s pMppMcp , OMagMacMie , OMaM pMip , OMcMapMep et OMcMppMcp sont des
tétra¢dres rectangles d’hypoténuse a.

2. On dispose de 8 tétraédres rectangles de méme hypoténuse a et de 4 tétraédres réguliers d’arétes de cette
méme longueur a. Ces 12 tétragdres ont initialement toutes leurs faces bleues. On les assemble face contre
face de facon a former un tétra¢dre régulier d’aréte de longueur 2a (on admet que pour cela, il est nécessaire
et suffisant de placer cte a cote les tétraédres rectangles, leurs sommets principaux étant confondus, obtenant
ainsi un octaedre régulier, et de placer ensuite les tétraedres réguliers d’arétes de longueur a en vis-a-vis
de faces non adjacentes de cet octagdre. Remarquez que quand on sait pour une face de I’octagdre si a la fin
des manipulations elle est visible ou non, on le sait pour chacune des autres). On peint alors les faces externes
visibles en rouge, puis on démonte ce tétraédre en ses 12 constituants que I’on mélange. On les assemble
ensuite de nouveau au hasard sans tenir compte des couleurs pour former un nouveau tétraédre d’aréte de
longueur 2a. On cherche la probabilité p pour que ce nouveau tétracdre ait lui aussi toutes ses faces
entiérement rouges.

a. Donner un modele probabiliste de I’expérience al€atoire décrite ci-dessus.
Justifier en détail votre choix de I'univers ® et de la probabilité P.

b. Soit A T1’événement dont on cherche la probabilité. Décrire explicitement A comme sous-
ensemble de ©.

¢. Calculer p.



