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Exercice II. Projection orthogonale

On vérifie facilement que (A|A") = aad’ + bV + ¢ + dd'.

0 0 0 0 01
est une famille génératrice de .7 ; en fait c’est une base orthonormée de .7 pour le produit scalaire
canonique.

Notons Ey; = < 10 ),Elg = < 01 )etEgg = < 00 >.Ilestclair que la famille (E11, E12, E22)

. a b
501tA—<C d

d:O,doncA:cE21:c<

> € 7+, alors (A|E11) = (A|E12) = (A|E») = 0, donc nécessairement a = b =

0

1 0 > . Ainsi 71 est une droite vectorielle engendrée par le vecteur

unitaire Fo;.
Notons p(A) la projection orthogonale de A sur .7 et d(A,.7) la distance entre A et le sous-espace

vectoriel 7.0Ona A = Eq1 + 2E12 + 3E2; + 4E9, donc p(A) = Ey1 + 2E13 + 4E9» = < (1) i > :

D’autre part, d’apres le théoréme du cours, d(A, 7) = /(A — p(A)|A — p(A4)) = 3.

Probleme III. Surjectivité de ’application
exponentielle de .#,,(C) vers GL,,(R)

PARTIE PRELIMINAIRE

On peut vérifier facilement que l'application A — || A| est une norme sur l'espace des matrices

AMp(C).

Soient A = (aij)i<ij<n €t B = (bij)1<i j<n deux matrices a coefficients complexes et C = AB =
n

(Cz’j)lgi,jgn- Ona VZ,] S [[1, TL]]Z, Cij = Z aikbkj. D’ou
k=1

n n
njci;| < Z |lai||br;| < n sup |ag] Z bgj| < n? sup |ag| sup |bmgl.
=1 1<l<n b1 1<i<n 1<m<n
D’ot, par passage a la borne supérieure sur les couples (i, j), ||AB|| < ||A]|||B]|- Donc il s’agit bien
d’une norme d’algebre.

A, (C) est un espace vectoriel de dimension finie, donc toute série d’éléments de .#,(C) absolu-
ment convergente est convergente.
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III.3. Puisque on a une norme d’algebre, alors Vk € N %k < 17" et comme la série E |
it geRTe (I Kl
keN
M*
converge, alors la série E o est absolument convergente, donc converge.

keN

PREMIERE PARTIE

III.4 Le polyndme caractéristique d’une matrice a coefficients dans C est scindé, donc, d’apres le théo-
réme du cours, toute matrice a coefficients dans C est trigonalisable. Notons Ay, Ao, ..., A, les valeurs
propres ( complexes ou réels ) de M, alors il existe une matrice P inversible telle que

M = PTP!

ou 7" est une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de M. Donc
k

M T"
Vk € N,ona o = P P ! et donc Z = =P Z ﬁP_l et ceci pour tout n € N. D’autre part
=0

l'application M + PM P~ étant contlnue (application linéaire en dimension finie ), donc

Tk
lim ——= lim P P '=P lim P—
k—lH-ooZ k—lH-oo kZ:O k! R Z k!

k—>+oo

Autreeemnt dit exp(M) = Pexp(T)P~!, d’oti det exp(M) = detexp(T). Mais d’apres le résultat

donné dans cette partie det exp(T) = ei=1 = " (M) Dot det exp(M) = (M),
dans cette partie toute matrice

IIL5. On vérifie facilement que det A = —12. Supposons qu’il existe une matrice B a coefficients réels
telle que B2 = A, donc det A = (det B)? > 0 ce qui est absurde puisque det A = —12 < 0. Donc il
n’existe aucune matrice B a coefficients réels telle que B? = A.

Toujours, par I'absurde, supposons qu’il existe une matrice M a coefficients réels telle que exp(M) =
A, donc det A = det exp(M) = e ™) > 0 ( M € .4, (R), donc tr(M) € R), ce qui est absurde.

DEUXIEME PARTIE

III.6.

I1.6.a. Considérons les applications f; : z + 3%¢™ € F (k=0,p=3,0 =7 )et fo : x> 222%™ ¢
F(k=2p=20=2r).Onabien f = af; + Bf; € F et vérifie f(n) = a(-3)" + Bn?2".
k
[L6b. Onaz — (z + @)k p?Tmoeid(@tz0) — Z Claf= pmoei?0 (27 p7!%%), puisque tout élément de F
=0
est une combinaison des applications de type = +— x¥p%e?® alorssi f € F,z +— f(z+x0) € F.
I1L.7.

2\" 1\?2 2
II1.7.a. Posons u, = n> (=) €. Ona lim ‘ ntil _ = lim <n+ > 3= 3 donc u,, est le terme

3 n—00 ’un‘ n—00 n
général d"une série convergente, donc lim u, = 0.
n—o0

n
1.7.b. Légalité (x) : an® ppe®™ 4+ Bank2 ppei??™ = () s’écrit encore § = —an*1 =2 <ﬂ> el01=62)n,
P2



e Sip; < po, alors comme dans la question précédente, 5 = lim —ankl_k2(%)"ei(91_92)n =
n—o0

0, puis a = 0.
e Sip; = po, I'égalité (x) s’écrit ank1ei1n 4 Bank2¢if2n = () ou encore f = —an®1 k2 ei(el_ez)”,
donc |3| = |a|nfr—F2,
o Sik; < ky, alors on obtient par passage a la limite 5 = 0 puisa =0
o Sik; > ky, alors on obtient par passage a la limite o« = 0 puis 8 = 0

o Sik; = ky, on obtient alors I'égalité Vn € N, aetn 4 Betfan — ) puis le systeme

{a—i—ﬂ:O

et + Beif2 =

et comme 6; # 6, alors (0, 0) est I'unique solution, donc o = § = 0.
IIL.7.c Si f,g € Falors f —g € F etdoncsi f(n) = g(n) pour tout n € N, alors f = g.

III.8. En divisant X" par le polyndme caractéristique x 4 de A, on obtient une relation de type:
A" = aA® 4+ bA + cl;.

Les nombres a, b et c sont des fonctions de n et plus précisément ils ont des expressions de la forme
donnée dans la page 5, c’est-a-dire a, b et ¢ s’expriment a 1’aide des fonctions de F', en conséquence
le coefficient de la i-eme ligne et la j-eme colonne de la matrice A" est de la forme w; j(n) ou
Wi j € F.

I11.9

II.9.a. Il est clair que v(0) = I3 et y(1) = A.
I1.9.b. Ona~y(n+m) = A" = A" A™ = ~(n)y(m).

II.9.c. Vn € N, g(n) c’est le coefficient de la i-eme ligne et la j-eme colonne de la matrice v(n)y(m),
donc c’est w;;(n +m), d’ott f = g sur N et comme f et g sont des éléments de F', alors f = g
sur R (la question II1.7.c. ) et par conséquent v(z + m) = y(z)y(m).

2
II.9.d. Pour z € R fixé, les applications y — w;j(x +y) ety — Z wik (x)wy; (y) sont des éléments de
k=1
F et coincident sur N, donc elles coincident sur R, c’est-a-dire Vy € R, ~y(z + y) = v(x)y(y).
II1.10. Onav(0) = y(1)y(—1), cest-a-dire I3 = Ay(—1), donc A=t = y(-1).
On peut vrifier par récurrence sur p € N* que Vz € R, v(pz) = (y(x))?. En particulier v(1) =

g <p X %) =7 (%)p, donc (7 (%))p L

IIL.11. Les applications de type x — 2*p%e?® ott k € {0,1,2} p > 0 et 6 €]0,27] sont dérivables sur R et

comme chaque w;; est une combinaison linéaire de ces applications alors w;; est dérivable sur R et
donc v aussi.
D’autre part, Vt € R, Vh € R*, ona:

y(t+ h})l (1) _ ’Y(h)h— Is oy = T ().

On obtient donc, quand h tend vers 0, la relation ' (t) = v/(0)7(t), et comme ~(0) = I3, alors 7y est
solution de I'équation différentielle matricielle :



La solution d'une telle équation est donnée par u(t) = exp(ty/(0))u(0) = exp(ty'(0)), donc par
unicité de la solution, on a;
vt € R, (t) = exp(t7'(0)).

En particulier A = (1) = exp(7/(0)).

TROISIEME PARTIE : EXEMPLE

II1.12 On obtient : y4(X) = (X — 2)?(X + 1).Donc la matrice A est diagonalisable si, et seulement si, le
sous-espace propre E; associé a la valeur propre A = 2 est 2, cherchons E :
A la valeur propre A\ = 2 correspond le systeme :

z4+2z=0
r—3y—22=0
—x—2=0

Donc E3 = Vect(1,1,—1). Donc dim E5 = 1 < 2, donc A n’est diagonalisable.

II1.13 Soient a, b et c des réels tels que A" = aA* + bA + c. Comme dans l’énoncé on obtient le systeme

suivant :
4a +2b+c=2"

a—b+c=(=1)"
4a + b= n2n 1

dont I'unique solution est donnée par

(-1 n2n 27 (—1)nFL op2n 2m 4(-1)"  p2n 2"
,b,c) = T S —— +5= ).
(ac)<9 6 9 9 6 9 9 3 7%
D’ou
n2"=t42n 0 n2n~1
A" = n2n—1 (_1)n (_1)n+n2n—1 —_9on
—n2n=t 0 —n2n~1 4 on

On pose alors, pour tout réel ¢, la matrice y(t) € .#5(C) :

27428 0 t2t=1
’Y(t) — t2t—1 eimﬁ eimﬁ + t2t_1 _ 2t
—2=1 0 —t2t~1 4 2f
D’ou :
1 ~1
i 0T
ML13a. A =~(-1)=| F -1
L9 3
1 1
I11.13.b. La matrice B = v(3) vérifie B> = A. On trouve
I 2
B = @ i - %\/5
EEAE

III.13.c. La matrice M = +/(0) vérifie exp(M) = A.On a

2t1n 2 + 2t_1 + t2t_1 In?2 0 2t—1 + t2t—1 n2
VtER, 7(t) = 2071 4201 1n 2 ime'™  met™ — 2t In2 + 2071 42071 n2
—ot=1 _ 49t=119 0 2 In 2 4 ot—=1 _ ot=119



D’ou

%—Hn2 0 %
M = % i iw—ln2+%
2 2 I2+3



