
CONCOURS EXTERNE - 
DEUxttME COMPOSITION DE 

DunCe : 5 heures 

SESSION DE 1989 

MATH EMATI QU ES 

Lo quolire de la rédaction, Io clané n la p k u i o n  des misonncmenrs inremendmnr pour une pan 
imponanre dont lirppririorion Ilu copies Lcr riSullots indiqués dans l'énoncé pruvenr èrrc urrlues par les 
condidors pour la suue du problimc. 

L'usage des instrumcnu de calcul en particulier d a  calculatrim électroniqua de poche - y compris 
calculatrices programmables et alphanumiriqucs - a fonctionnement autonome. non imprimanra. est autorisé 
conformément a la circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Notations es objmif du problème 

Soient N et M deux entiers superieurs ou egaux B 1 . Soit p un réel 
de 10.1[ . On considbre les sous-ensembles suivants de IN2 : 

R = I (x  , y )  E N2: O s x  S N - 1  , O  s y  IM-11; 
FI = ( o r  ,M) : O s x  SN-11 ; F 2  = [ (N , y )  : O S y  S M -  1) ; 

F = F ~ U F ~  UI&,M) et R = R U F .  
On designe par G I'ensemble des fonctions f definies sur , B 

valeurs réelles , v6rifiant 1'6quation fonctionnelle : 
(*) V U ,  k) E R , f ( l  , k) = p f ( l + l  , k) + (1-p) f ( l ,  h + l ) .  

Aprhs une premihre partie consacde B des resultats prbliminaires , 
nous recherchons (partie II) les Blbments de C . Dans la partie III nous 
donnons une interpretation probabiliste de certains élements de C . Enfin dans 
la partie IV, independante de la partie III, nous donnons une autre façon de 
dsoudre l'dquation fonctionnelle (*). 

Dans tout le problbme. pour deux entiers naturels p et v veriflant 

0 4 U 6 y, on notera C i  = p! / v! Q-v)! le coefficient binomial de parambtres p 

et Y .  

1 PrtSliminaires. 

A) Quot ien ts  des d iv is ions  su ivan t  les puissances croissantes du 
polyn6me 1 par le polyn6me (I-JF. 

On se propose , les entiers r e t  s Btant donnés (r 2 1 et s 2 O), d e  
determiner deux polynômes U et V de I'indeterminée x veriflant les 
propri6t.k suivantes : 

i) le polyname U est de degr6 strictement inferieur B r 

ii) U et V satisfont la relation (l-x)P+l U + x v = 1 . 

1.1 

Btant donne. d6terminer f"'. derivee d'ordre rn de la fonction f. On convient 
que Po) = f. 

Soit f la fonction rationnelle definie par f(r) = 1 . L'entier rn (rn 2 O) 
1 -x 

1.2 
l'intervalle de validitd de ce developpement . 

a) Donner le developpement en serie entibre de la fonction f, en précisant 

b) En déduire (en le justifiant) , pour rn 2 1. le developpement en sdrie 

entibre de la fraction rationnelle 

de ce developpement 

. Préciser I'intervcllle de validité 

. .  1.3 && d'un 
On suppose dans cette question que s = O , r restant un entier supérieur 

ou egn1 a 1. 
a )  En utilisant une expression de la somme l ,  

determiner un couple de polynômes (U , V) verifiant les proprietes i) et ii) . 
6 )  Retrouver le resultat obtenu en utilisant le developpement en serie 

1 + x + x2 + . . . + x 

entibrede & 

1.4 

Montrer qu'il existe un unique couple (U, V) de polynômes verifiant les 
U . ( On pourra utiliser le proprietes 

developpement trouve en I.2.b 1. 
i) et ii) . Expliciter le polynôme 

B)hlatrices nilpotentes. 

Soit d un entier supérieur ou égal à 2. On désigne par )li l'espace vectoriel réel 

des matrices carrées à coefficients réels, à d lignes et d colonnes. Si A est un 

éliment de 'II  II et i, j deux entiers de [ 1 , . . . . d )  , on note A ( i ,  j )  le 
coefficient de la matrice A situé i la Cieme ligne et a la jième colonne. On appelle 

1, la matrice identité de:ui ,, . On pose : 

A'= Id , A'= A et pourtoutentier k 2 2 ,  Ah= AAk- l .  

Une matrice A de :)II est dite nilpotente s'il existe un entier k 2 1 tel que 

A& = O ; le plus petit entier r z 1 veriflant Ar= O est alors appel6 l'ordre de 
nilpotence de A . 
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On suppose desormais que A est une matrice non nulle de : ) I I d  , 
nilpotente d'ordre r . 

1.5 
Quel est le polynBme caracteristique de .A ? En déduire que r 5 d . 
1.6 

matrices l Ak; k 2 O 1 . Montrer que b = [Id , A  , . . . ,A'-') est une base de e (-4) . 

Montrer que zero est la seule valeur propre complexe de la matrice A . 

On designe par e (A) le sous-espace vectoriel de 311, engendré par les 

1.7 Soit s un élément de N . 
a) Montrer que la matrice (Id - A )  s+l appartient B e (A) ; donner ses 

coordonnées dans la base b . 
b )  Montrer que la matrice (Id - A )  8+1 est inversible et que son inverse , 

notee (Id -A)- is+l), est egale 

question 1.4 ). 

z 
O s k S r - 1  

c,t A k ,  ( On pourra utiliser la 

I.8 &em&& 
On appelle Jd la matrice d'ordre d definie par : 

a) Pour k 2 2 , calcu!~: !a puissance k - i h e  de !a matrice Jd . E n  

deduire que Jd est une matrice nilpotente et preciser son ordre de nilpotence . 
b) Pour 8 E N et I E R , expliciter la matrice ( Id - 1 Jd ) -(s+l) . 

si f est une fonction sur F i  , A valeurs rbel~es , on note M la matrice 

B W + 1 )  lignes et  (M+1) colonnes definie par : 

A0 . k )  
[ fU  . k )  

Pour k et 1 entiersverifiant O b k S M  et 05 ISN.onpose :  

et 

Autrement dit C, v) est le (k+l)-i&me vecteur colonne et  LI V, le 
(1+1 )-i&me vecteur ligne de la matrice M v) . 

A) Etude de l'espace vectoriel C . - 
On rappelle que C designe I'ensemble des fonctions f definies sur R , B 

valeurs reelles et  vdrifiant I'bquation fonctionnelle (*) . 

11.1 

fonctions definies sur 
Montrer que G est un sous-ospace vectoriel de l'espace vectoriel réel des 

B valeurs reelles . 

11.2 

matrice colonne 

matrice colonne ck+1 (z, et du d e l  f ( N ,  k )  . 
b )  En deduire que tout &ment f de G est determine de façon unique 

parladonneedesvaleurs ( f ( l , M ) ; O S l b N l  et [ f ( N . k ) ; O < k 5 M - l  ) ;  

autrement dit touf &?ment f de C est determine de façon unique par sa 
restriction ct F . 

Pour tout entier i verifiant O b i < N , on désigne par pi l'unique élement 

a) Soit k un entier verifiant O 5 k 5 M -1. Si f E C , montrer que la 

ck V, est determinée de façon unique par la donnée de la 

de G telque: 

Pour tout entier j verifiant O S j < M , on designe par vj l 'unique 

Enfin , on note 5 l'unique élément de C tel que : 

U 
!a 
C m 
LD 



11.3 Montrer que Ioo,.  . . , pNdl. t , l y o , .  . . . *M-l~ est une base de & . 

11.4 D6terminer I'blément 5 de C en explicitant la matrice M (6) . 
B) Calcul des fonctions (pi et y, . 

Soient i e t j  deuxentiersvBrifiant O S i c N  et O < j < M .  

11.5 a) En conservant les notations Id et Jd de la partie LB , pour d - N+ 1 

{rcsp. d M t  11, montrer que. p u r  tout entier ic vckiiianr Ci < k < M et 

pour tout entier 1 vérifiant O < 1 < N , on a : (1 - p )  Ck+l(pi) = (IN+1 - p JN+l) Ck(pi) 

oh tJM+l designe la trannpos6e de la matrice JM+, 

b) A l'aide de 1.8 expliciter alors, pour tout Clément ( 1 ,  k) de R. les valeurs 

decp,(l, k) et vjyi(l, k). 
IIX Inbrpdtation probabiliste den foacti- 'pi et wj . 

Oh considhre dans Nz la marche aldatoire d'un point mobile m qui ne 

peut occuper B des instants definis psr les entiers n (n E IN) que des positions 
Or ,y) du plan B wrdonn6es e n t i h s  ( (x , y )  E IN2 ) . Cette marche aleatoire de m 
est soumise aux dgles suivantes : 

- Si B I'istant n , le point rn se trouve au point (x ,y) de IN', il occupe , 
B l'instant n+l, soit la position (x+l , y )  (deplacement horizontal) avec In 
probabilit4 p ,  soit la position dr , y + l )  (deplacement vertical) 
q = l - p .  

est independant de l'instant n , de la position (x , y )  et des positims rmterieures . 

avec la probabilité 

- Le deplacement de m effectue B un instant ta B partir de la position ( x  ,y) 

Il est clair que ,partant d'un point de R , la marche aléatoire amène , B un 

certain instant no, le mobile m B occuper une position (u , u )  appartenant B la 

"frontibre" FI u F, . Si , B tout instant n c no , la position occupée par m est un 

point de R , on dit que la marche aléatoire atteint pour la première fois Fl u F2 
aupoint ( u , u ) .  

Pour tous Bléments (1 , k) de R et (U , u )  de FI u F2 ,on designe par 

A (1 ,  k ; u , u )  1'6vénement "'la marche aleatoire partant du point (1 , k) de R 
atteint pour la premihre fois F1 u F2 au point (u , O) " . On se propose de calculer 

la probabilit.4 de cet évbnement . 
A) Modélisation de la marche albataire par tant  de ( O ,  O ) .  

Toutes les variables al6atoires considérees dans la suite sont supposees étre 

Soient (U,),, une suite de variables aleatoires indépendantes , suivant 

definies sur un espace probabilis6 (n , B. IF'). 

chacune la loi de Bernoulli de parametre p . On pose: 

X o = Y 0 = O  ; 
V n r l ,  X,, = U l + U z +  ...+ Un et Y,, =( l -Ul )+( l -Uz)+  . . .+  ( I - U , , ) .  

111.1 Soit n un entier supdrieur ou Bgal à 1 . 
a) Donner les lois des variables aléatoires X,, e t  Y,, . 
b) DBtenniner la loi du couple Ur,, Y,,). 

111.2 

(z . y )  E IN2, calculer la probabiIit.6 conditionnelle 

Soit ( I  , k) E N2 tel que IP [( X,, , Y,,) = (1 , k)l  > O . Suivant les valeurs de 

P[(Xn+l,Yn+,) = ( ~ , y ) l ( X , , , Y , , ) = ( I , k ) l .  

B) Calcul des probabilités B [A (O , O ; i , .M)1 et P [A (O , O ; .V , j ) ]  . 
On considhre les variables aléatoires 2' ,A';. , Y;. qui associent , a tout 

élément O de i-2 , les nombres rbels : 

111.3 Montrer que. pour tout w élément de Q , 7lw) 6 N + rM - 1 . 
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111.4 a) Montrer que, pour tout w élément de R et tout entier i vérifiant 

O <  i <  N ,  

b) En deduire la probabilité P [A (O , O ; i ,Ml1 et comparer cette valeur A 
Cpi(0, O ) .  

111.5 a )  De façon analogue, pour tout entier j verifiant O < j < M ,  exprimer 
l'henement [Ur,, YT) = (N ,JI)  A raide des variables aleatoires (Uk)b21 . 

b) En deduire la probabilitd P [A (O , O ; N ,  j ) ]  et comparer cette valeur B 

wjco , O ) .  

c)  Calculer I'esperance de la variable aleatoire T en fonction des reels 
p, (O , O) avec O 5 i < N et q ~ ,  ( O ,  O) avec O 1. j < M .  

C) Calcul des probabilités P [A ( 1 ,  k ; i ,1W1 et IP [A ( 1 ,  k ; N ,Al. 

Soient i et j deux entiers verifiant O i < N et O S j < M . 

111.6 A l'aide d'un argument simple , deduire les probabilités IP [A (1 , k ; i , M)] et 
P [A (1 , k ; N ,511 des probabilites calculees précedemment . 

D) Application. 

Une Bpreuve entre deux joueurs A et B conduit au resultat suivant : A est 
gagnant avec la probabilite p et B est gagnant avec la probabilité q = 1- p . 

Les deux joueurs s'affrontent au cours d'un jeu qui consiste en une 
rkpetition d'hpreuves independantes. Le joueur A d lit obtenir N victoires ; le 
joueur B , M victoires . Le gagnant est celui qui le premier atteint son objectif. 

rrr.7 a) Comment peut-on mod6liser ce jeu ? 

b) Montrer que la prubabiliU pA (N , M) de gagner du joueur A est donnee 

par : 
(**) PA(N,M) = pN osj$M-l C$I:+j q j  

m a  On prend p = 0,6 et N = 6 .  
a )  En précisant l'organisation des calculs , trouver M pour que le jeu soit le 

plus 6quitable possible (c'est-&dire pour que ~ A ( N ,  M) soit le plus proche possible 

de 412 ) . 
b) Interprétation de I'espirance mathématique de la variable aléatoire T(cf. 111.5 ch 

Calculer 16 nombre moyen d'&preuves necessaires pour departager les deux 
joueurs. 

N Nouvelle methode de rholu t ion  de  l'bquation fonctionnelle (*) . 

N.1 Pour tous entiers r et s supérieurs ou egaux B 1 , determiner la 
d6composition en elernents simples de la fraction rationnelle 

1v.2 Pour tout réel x , on considère la fonction h, sur E définie par : 

avec q = l - p ,  

a) Vérifier que pour tout réel x , la fonction h, appartient B 8. 

b) Pour tout d e l  x , donner la dbcornposition de hx dans la base 

k o  * . I PN - 1. F 9 Ur0 * .  . . v VM - 1) . 
c) End6duireleevaleursde Cpi(l,k) et v j ( l , k ) , p o u r  ( 1 . k ) e R  , 

O < i < N  et O < j < M .  
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